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 1

ELASTICIDAD TRIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS 
 
 

Tensor de deformaciones: 
1 1
2 2

1 1
2 2
1 1
2 2

D
x xy xz

xy y yz

xz yz z

ε γ γ
γ ε γ
γ γ ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Tensor de tensiones: T
x xy xz

xy y yz

xz yz z

σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
En ejes (x’, y’, z’): T’ = CT T C, D’ = CT D C 
C matriz de cambio de base entre bases ortonormales 
 
Equilibrio interno (tensiones): 

, 0ij i jfσ + =  

0

0

0

xyx xz
x

xy y yz
y

yzxz z
z

f
x y z

f
x y z

f
x y z

τσ τ

τ σ τ

ττ σ

∂ ⎫∂ ∂
+ + + = ⎪∂ ∂ ∂ ⎪

∂ ∂ ∂ ⎪+ + + = ⎬∂ ∂ ∂ ⎪
∂∂ ∂ ⎪+ + + = ⎪∂ ∂ ∂ ⎭

 

Equilibrio interno (movimientos): 
( ), , 0j kk k kj jGu G u fλ+ + + =  

( )

( )

( )

2

2

2

0

0

0

x

y

z

eG u G f
x
eG v G f
y
eG w G f
z

λ

λ

λ

⎫∂
∇ + + + = ⎪∂ ⎪∂ ⎪∇ + + + = ⎬∂ ⎪

∂ ⎪∇ + + + = ⎪∂ ⎭

 

 
Equilibrio en el contorno: T.n = (fx, fy, fz)T (n, versor normal al contorno) 
 
Compatibilidad en deformaciones: 
 

, , ,2ii jj jj ii ij ijε ε ε+ =  (no sumatorio) 
2 22

2 2

2 22

2 2

2 22

2 2

y xyx

y yzz

x xzz

y x x y

z y y z

x z x z

ε γε

ε γε

ε γε

⎫∂ ∂∂
+ = ⎪

∂ ∂ ∂ ∂ ⎪
∂ ∂ ⎪∂

+ = ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ⎪
∂ ∂∂ ⎪+ = ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ⎭

 

( ), , , , ,ii jk jk i ik j ij k i
ε ε ε ε= − + +  (no sumatorio) 

2

2

2

2

2

2

yz xyx zx

y yz xyzx

yz xyzxz

y z x x y z

z x y x y z

x y z x y z

γ γε γ

ε γ γγ

γ γγε

∂ ∂ ⎫⎛ ⎞∂ ∂∂
= − + + ⎪⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

∂ ∂ ∂ ⎪⎛ ⎞∂∂
= − + ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎪

∂ ∂ ⎪⎛ ⎞∂∂ ∂
= + −⎜ ⎟ ⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎭

 

 
Compatibilidad en tensiones (Beltrami – Mitchell): 2

, , , ,
1

1 1ij ij i j j i ijs f f fα α
νσ δ

ν ν
∇ + = − − −

+ −
 

  
2

2
2

2
2

2

2
2

2

1 2
1 1

1 2
1 1

1 2
1 1

yx x z
x

y yx z
y

yxz z
z

ff f fs
x x x y z

f ff fs
y y x y z

fff fs
z z x y z

νσ
ν ν

νσ
ν ν

νσ
ν ν

∂ ⎫⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂
∇ + = − − + + ⎪⎜ ⎟+ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

∂ ∂ ⎪⎛ ⎞∂ ∂∂
∇ + = − − + + ⎬⎜ ⎟+ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

∂ ⎪⎛ ⎞∂∂ ∂∂
∇ + = − − + +⎜ ⎟ ⎪+ ∂ ∂ − ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎭

 

2
2

2
2

2
2

1
1

1
1

1
1

yx
xy

y z
yz

x z
xz

ffs
x y y x

f fs
y z z y

f fs
x z z x

τ
ν

τ
ν

τ
ν

∂ ⎫⎛ ⎞∂∂
∇ + = − + ⎪⎜ ⎟+ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

∂ ⎪⎛ ⎞∂∂
∇ + = − + ⎬⎜ ⎟+ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

∂ ∂∂ ⎪⎛ ⎞∇ + = − +⎜ ⎟⎪+ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎭

x

y

z

σ y

τ yx 

τ yz

σ x

xy τ 

τ xz 

σ z 

τ zy 
zx τ 
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Ecuaciones cinemáticas: ( ), ,
1
2ij i j j iu uε = + , ( ), ,

1
2ij j i i ju uω = −  

 

x y x
u v w
x y z

ε ε ε∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
; xy xz yz

u v u w v w
y x z x z y

γ γ γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

xy xz yz
v u w u w v
x y x z y z

ω ω ω∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

 
Ecuaciones constitutivas: 
 

Hooke: 
2

ij
ij kk ijG E

σ νε σ δ= −  

11 1
1

x x

y y

z z
E

ε σν ν
ε ν ν σ

ν νε σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

xy yzxz
xy xz yzG G G

τ ττγ γ γ= = =  

Lamé: 2ij ij kk ijGσ ε λε δ= +  
 

( )( )
1

1
1 1 2 1

x x

y y

z z

Eσ εν ν ν
σ ν ν ν ε

ν ν ν ν νσ ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ − ⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

xy xy xz xz yz yzG G Gτ γ τ γ τ γ= = =  
 

Parámetros varios: 
( )( )1 1 2

Eνλ
ν ν

=
+ −

; 
( )2 1

EG
ν

=
+

; 
( )3 1 2

EK
ν

=
−

 

   kk x y zs σ σ σ σ= = + + ; kk x y ze ε ε ε ε= = + +  
2
3

s G eλ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

; s Ke=  

 

Trabajo fuerzas exteriores: ( ) ( )1 1
2 2x y z x y zVol A

W f u f v f w dVol f u f v f w dA= + + + + +∫ ∫  

 
Energía elástica: 

( ) ( )
2 2 2

2 2 21:
2 2

T D x y z
x y y z x z xy yz xzVol Vol

U dVol dVol
E E G

σ σ σ ν σ σ σ σ σ σ τ τ τ
⎡ ⎤+ +

= = − + + + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
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ELASTICIDAD TRIDIMENSIONAL. COORDENADAS CILÍNDRICAS 
 

Tensor de deformaciones: 
1 1
2 2

1 1
2 2
1 1
2 2

D
r r rz

r z

rz z z

θ

θ θ θ

θ

ε γ γ
γ ε γ
γ γ ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Tensor de tensiones: T
r r rz

r z

rz z z

θ

θ θ θ

θ

σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
 

Equilibrio interno (tensiones): 

1 0

21 0

1 0

r rr rz
r

r z r

zrz z rz
z

f
r r z r

f
r r z r

f
r r z r

θ θ

θ θ θ θ
θ

θ

τ σ σσ τ
θ

τ σ τ τ
θ
ττ σ τ
θ

∂ −∂ ∂ ⎫+ + + + = ⎪∂ ∂ ∂ ⎪∂ ∂ ∂ ⎪+ + + + = ⎬∂ ∂ ∂ ⎪∂∂ ∂ ⎪+ + + + =
⎪∂ ∂ ∂ ⎭

 

 

Compatibilidad interna (deformaciones): 

2

2 0

0

z rz

r

r
r z z

r
r

θ

θ
θ

εε γ

εε ε

⎫∂∂ ∂
+ − = ⎪∂ ∂ ∂ ⎬∂ ⎪− − =

∂ ⎭

 

 

Ecuaciones cinemáticas: 1r r z
r z

uu u u
r r r z

θ
θε ε ε

θ
∂∂ ∂

= = + =
∂ ∂ ∂

 

     1 1r z r z
r z rz

u u uu u u u
r r r z r z r

θ θ θ
θ θγ γ γ

θ θ
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + − = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Ecuaciones constitutivas: 
 

Hooke: 
11 1

1

r r

z z
Eθ θ

ε σν ν
ε ν ν σ

ν νε σ

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

r zrz
r rz zG G G

θ θ
θ θ

τ ττγ γ γ= = =  

Lamé: 
( )( )

1
1

1 1 2 1

r r

z z

E
θ θ

σ εν ν ν
σ ν ν ν ε

ν ν ν ν νσ ε

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= −

+ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

r r rz rz z zG G Gθ θ θ θτ γ τ γ τ γ= = =  

 
Solución a partir de una función de tensiones: 

Condición fundamental: 2 2 0∇ ∇ Φ =    
2 2 2

2
2 2 2 2

1 1
r r r r zθ

∂ Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
∇ Φ = + + +

∂ ∂ ∂ ∂
 

Obtención de tensiones (caso axil-simétrico): 
( )

( )

2
2

2

2

2
2

2

2
2

2

1

2

1

r

z

rz

z r

z r r

z z

r z

θ

σ ν

σ ν

σ ν

τ ν

⎫⎛ ⎞∂ ∂ Φ
= ∇ Φ − ⎪⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎪

∂ ∂Φ⎛ ⎞ ⎪= ∇ Φ −⎜ ⎟ ⎪∂ ∂ ⎪⎝ ⎠
⎬⎡ ⎤∂ ∂ Φ ⎪= − ∇ Φ −⎢ ⎥∂ ∂ ⎪⎣ ⎦
⎪⎡ ⎤∂ ∂ Φ ⎪= − ∇ Φ −⎢ ⎥∂ ∂ ⎪⎣ ⎦ ⎭

 

z

y 

x
θ

r

σr

z
z σ 

σθ

τ r θ τ θ  r 

τ θ  z 

τ z θ 

τ rz

τ zr 
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ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS 
 

TENSIÓN PLANA (laja o placa de pequeño espesor) 
 
 

Tensor de deformaciones: 
1
2

1
2

0
0

0 0
D

x xy

xy y

z

ε γ
γ ε

ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

Tensor de tensiones: 
0
0

0 0 0
T

x xy

xy y

σ τ
τ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
 
 
Equilibrio interno (tensiones):  

0

0

0

xyx
x

xy y
y

z

f
x y

f
x y

f

τσ

τ σ

∂ ⎫∂
+ + = ⎪∂ ∂ ⎪

∂ ∂ ⎪+ + = ⎬∂ ∂ ⎪
= ⎪

⎪⎭

 

Equilibrio interno (movimientos): 

( )

2

2

1 0
1 2

1 0
1 2

1 2
1

x x

y y

x y

eG u G f
x
eG u G f
y

e

ν

ν
ν ε ε

ν

⎫∂
∇ + + = ⎪− ∂ ⎪∂ ⎪∇ + + = ⎬− ∂ ⎪

− ⎪= + ⎪− ⎭

 

 
Compatibilidad en deformaciones: 

2 22

2 2
y xyx

y x x y
ε γε ∂ ∂∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 

Compatibilidad en tensiones: 

( ) ( )2 1 yx
x y

ff
x y

σ σ ν
∂⎛ ⎞∂

∇ + = − + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

 
Ecuaciones constitutivas: 
 

Hooke: 
( )

1 01 1 0
0 0 2 1

x x

y y

xy xy
E

ε σν
ε ν σ

νγ τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

             ( )z x yE
νε σ σ= − +  

Lamé: 2
1

2

1 0
1 0

1 0 0

x x

y y

xy xy

E
ν

σ εν
σ ν ε

ντ γ−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
 
 

xσ

τ xy 

σ x

τxy

σ y 

σ y 
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ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS 
 

DEFORMACIÓN PLANA (barra o tubo de gran longitud) 
 
 

Tensor de deformaciones: 
1
2

1
2

0
0

0 0 0
D

x xy

xy y

ε γ
γ ε

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

Tensor de tensiones: 
0
0

0 0
T

x xy

xy y

z

σ τ
τ σ

σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
 
 
Equilibrio interno (tensiones):  

0

0

0

xyx
x

xy y
y

z

f
x y

f
x y

f

τσ

τ σ

∂ ⎫∂
+ + = ⎪∂ ∂ ⎪

∂ ∂ ⎪+ + = ⎬∂ ∂ ⎪
= ⎪

⎪⎭

 

Equilibrio interno (movimientos): 
2

2

1 0
1 2

1 0
1 2

x x

y y

x y

eG u G f
x
eG u G f
y

e

ν

ν
ε ε

∂ ⎫∇ + + = ⎪− ∂ ⎪∂ ⎪∇ + + = ⎬− ∂ ⎪
= + ⎪

⎪⎭

 

 
Compatibilidad en deformaciones: 

2 22

2 2
y xyx

y x x y
ε γε ∂ ∂∂

+ =
∂ ∂ ∂ ∂

 

Compatibilidad en tensiones: 

( )2 1
1

yx
x y

ff
x y

σ σ
ν

∂⎛ ⎞∂
∇ + = − +⎜ ⎟− ∂ ∂⎝ ⎠

 

 
Ecuaciones constitutivas: 
 

Hooke: 
1 01 1 0

0 0 2

x x

y y

xy xy
E

ε σν ννε ν ν σ
γ τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎡ ⎤+⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 
Lamé: 2

2
x x

y y

e G
e G

σ λ ε
σ λ ε

= + ⎫
⎬= + ⎭

 

            ( )z x yσ ν σ σ= +  
 
 

xσ

τ xy 

σ x

τxy

σ y 

σ y 
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 ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS 
 

SOLUCIÓN A PARTIR DE UNA FUNCIÓN DE TENSIONES 
(fuerzas de masa constantes) 

 

Condición fundamental de la función de Airy: 4 0∇ Φ =  
4 4 4

4 2 2 42 0
x x y y

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

Obtención de tensiones: 

2

2

2

2

2

x

y

xy y x

y

x
xf yf

x y

σ

σ

τ

⎫∂ Φ
= ⎪∂ ⎪

∂ Φ ⎪= ⎬∂ ⎪
∂ Φ ⎪= − − −

⎪∂ ∂ ⎭

 

 
LÍNEAS CARACTERÍSTICAS 

 

σα

α τ 

12 

X 

Y 

2 θ 

(σ  ,x τ   )xy

τ α σ α 

yσ

yσ

xyτ

xσ
xyτ

σx

1 σ σ2 

x

y

x

y 

1
2

σ 2 
1σ

θ 

 

Tensiones principales: 
2

2
1,2 2 2

x y x y
xy

σ σ σ σ
σ τ

+ −⎛ ⎞
= ± +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Tensión tangencial máxima: 
2

2
max 2

x y
xy

σ σ
τ τ

−⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Tensiones alrededor de un punto: ( ) ( )
2 2

2 2

cos sin 2 sin cos
sin cos cos sin

x y xy

y x xy

α

α

σ σ α σ α τ α α
τ σ σ α α τ α α

= + +
= − + −

 

 

Ángulo de las tensiones principales con el eje x: 2
tan 2 xy

x y

τ
θ

σ σ
=

−
; tan i x

i
xy

σ σθ
τ
−

= , i = 1,2 

Líneas isostáticas: 
2

1
2 2
x y x y

xy xy

dy
dx

σ σ σ σ
τ τ

⎛ ⎞− −
= − ± + ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Líneas isoclinas: 
2

tan 2 xy

x y

cte
τ

ϕ
σ σ

= =
−
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Líneas isobaras: 
2

2
1,2 2 2

x y x y
xy cte

σ σ σ σ
σ τ

+ −⎛ ⎞
= ± + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Líneas de máxima tensión tangencial: 
2

2 2
1xy xy

x y x y

dy
dx

τ τ
σ σ σ σ

⎛ ⎞
= ± + ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Deformaciones principales: ( )2 2
1,2

1 4
2 x y x y xyε ε ε ε ε γ⎡ ⎤= + ± − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Deformación tangencial máxima: ( )2 2
max 4x y xyγ ε ε γ= − +  

Deformaciones alrededor de un punto: 
( )

cos 2 sin 2
2 2 2

sin 2 cos 2

x y x y xy

x y xy

α

α

ε ε ε ε γ
ε α α

γ ε ε α γ α

+ −
= + +

= − −
 

Ángulo de las deformaciones principales con el eje x: tan 2 xy

x y

γ
θ

ε ε
=

−
, tan i x

i
xy

ε εθ
ε
−

=  
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ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS POLARES 
 

 
 

Tensor de deformaciones: 
1
2

1
2

D r r

r

θ

θ θ

ε γ
γ ε

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

Tensor de tensiones: T r r

r

θ

θ θ

σ τ
τ σ

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 
 
 

Equilibrio interno (tensiones): 

1 0

1 2 0

r rr
r

r r

f
r r r

f
r r r

θ θ

θ θ θ
θ

τ σ σσ
θ

σ τ τ
θ

∂ −∂ ⎫+ + + = ⎪∂ ∂ ⎬∂ ∂ ⎪+ + + =
∂ ∂ ⎭

 

 
Compatibilidad interna (tensiones): ( )2 0r θσ σ∇ + =  
 
Ecuaciones constitutivas: 
 
Tensión plana: 

 1 1
1

r r

Eθ θ

ε σν
ε σν

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; r

r G
θ

θ
τγ =  

2
1

11
r rE
θ θ

σ εν
σ ενν

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; r rGθ θτ γ=  

( )z rE θ
νε σ σ= − +  

Deformación plana: 
1 1

1
r r

Eθ θ

νε σν ν
ε σν ν

+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; r

r G
θ

θ
τγ =  

( )( )
1

11 1 2
r rE
θ θ

σ εν ν
σ εν νν ν

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥−+ − ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; r rGθ θτ γ=  

( )z r θσ ν σ σ= +  

 

Ecuaciones cinemáticas: 1r r
r

uu u
r r r

θ
θε ε

θ
∂∂

= = +
∂ ∂

        1 r
r

u uu
r r r

θ θ
θγ

θ
∂∂

= + −
∂ ∂

 

 
Solución a partir de una función de tensiones: 
 

Condición fundamental: 2 2 0∇ ∇ Φ =    
2 2

2
2 2 2

1 1
r r r r θ

∂ Φ ∂Φ ∂ Φ
∇ Φ = + +

∂ ∂ ∂
 

Obtención de tensiones: 

2

2 2

2

2

1 1

1

r

r

r r r

r

r r

θ

θ

σ
θ

σ

τ
θ

⎫∂Φ ∂ Φ
= + ⎪∂ ∂ ⎪∂ Φ ⎪= ⎬∂ ⎪∂ ∂Φ⎛ ⎞ ⎪= − ⎜ ⎟ ⎪∂ ∂⎝ ⎠ ⎭

 

 

y

x

θ
dθ

σ r 

σ r

σ θ 

σθ
τ r θ 

r θ τ 
r
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TORSIÓN UNIFORME 
 

y

x 

z

Mt

Mt

L 

L 

x

y

τxz
τyz

Mt

 
SOLUCIÓN EN MOVIMIENTOS (SAINT VENANT) 

 

Ángulo girado por unidad de longitud: 
L
ωϑ =  

Ángulo girado en una sección cualquiera: ( )z zω ϑ=  

Movimientos: 
( ),

u yz
v xz

w f x y

ϑ
ϑ

ϑ

⎫= − ⎪= ⎬
⎪= ⎭

, siendo f(x,y) la función de alabeo, tal que 2 0f∇ =  

Ecuación constitutiva: tM GJϑ=   2 2

A

f fJ x y x y dxdy
y x

⎛ ⎞∂ ∂
= − + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∫  

 
SOLUCIÓN EN TENSIONES (PRANDTL) 

 
Solución a partir de una función de tensiones: 
 

Condición fundamental (compatibilidad): 2 2cte Gϑ∇ Φ = = −  0
contornos

∂Φ
=

∂
 

contorno
cteΦ =  

Obtención de tensiones: 

0

xz

yz

x y z xy

y

x

τ

τ

σ σ σ τ

∂Φ ⎫= ⎪∂ ⎪∂Φ ⎪= − ⎬∂ ⎪= = = = ⎪
⎪⎭

 

 
Equilibrio en las secciones extremas: 2t A

M dxdy= Φ∫  

 

Energía potencial total: 
221 4

2 A
V U W G dxdy

G x y
ϑ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂Φ ∂Φ⎛ ⎞= − = + − Φ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  
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FÓRMULAS PRÁCTICAS PARA ALGUNAS SECCIONES 
 

Circular de radio R (f(x,y) = 0): max4 4 3 4

2 2 2 2t t t t
xz yz

M M M My x
R R R L G R

ωτ τ τ
π π π π

= − = = =  

 

Cuadrada de lado a: 4
max 3 0.1404

0.208
t

t
M GM a

a L
ωτ = =  

 

Rectangular de lados a y b: 

max 2
2

2
3

0.33 0.22 0.10

0.33 0.22 0.10

t

t

M
a a a b
b b

G a aM a b
L b b

τ

ω

=
⎡ ⎤⎛ ⎞− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 



Formulario de Elasticidad  Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM) 

 11

 
SOLUCIONES A ALGUNOS PROBLEMAS ELÁSTICOS 

 
Voladizo de caras oblicuas: 
 

2

cos sin sin 2
1 1 1sin 2 sin 2 sin 2 cos 2
2 2 2

r
N H M

r r r

θ θ θσ
α α α α α α α

= + −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
0θσ =  

 
( )

( ) 2

cos 2 cos 2
sin 2 2 cos 2r

M
rθ

θ α
τ

α α α
−

=
−

 

 
Tubo circular sometido a presiones radiales: 
 

2 2r
A C
r

σ = +  

2 2A C
rθσ = − +  

0rθτ =  

( ) 0z r rz r z cteθ θσ ν σ σ τ τ ε= + = = =  

( )2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
2 1 2 1

2
r r p p p r p rA C

r r r r
− −

= − =
− −

 

 
 
Taladro circular en una chapa indefinida: 
 

( )2 4 21 3 4 cos 2
2 2 2r
p p pσ ξ ξ ξ θ= − + + −  

( )2 41 3 cos 2
2 2 2
p p p

θσ ξ ξ θ= + − +  

( )4 21 3 2 sin 2
2r
p

θτ ξ ξ θ= − − +  

siendo 1r
r

ξ =  

 

 

y

x 

M
N 

H 

−α +α

r 

θ 

p
1

p 
2 

r 1 

r 2

p p 

r1 θ 
θ  = 0

r

σ r 
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