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Formulario de Elasticidad

Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

ELASTICIDAD TRIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS

Tensor de deformaciones: D =
O-X

Tensor de tensiones: T=| 7,
T

Xz

Enejes (X, y,2): T’=C'TC,D’=C'D C

&y %yxy %7/xz o
%7%’ 8)/ l27/yz
%yxz %7yz ¢,
Xy T X
y TVZ
yz o,

C matriz de cambio de base entre bases ortonormales

Equilibrio interno (tensiones):
oyt f ;=0

or oo, Ot
- +

Equilibrio interno (movimientos):
GU; 4 +(A+G)u, + f, =0

GViu +(/1+G)@ f =
OX

GV2v+(l+G)% f,=0

GV2W+(/1+G)@ f, =
oz

Equilibrio en el contorno: T.n = (fy, fy, f,)" (n, versor normal al contorno)

Compatibilidad en deformaciones:

EijtEji= 25”.’” (no sumatorio)
de, . e, _ %7,y
oy>  ox*  oxoy
628y 8252 627yz
+ =
o> oy’ oyor
O, . D’e, 0%y,
ox*>  0z°  oxoz

Compatibilidad en tensiones (Beltrami — Mitchell): Vo, +1L5,” =—f,-f, Y i s

Vg 4 L Os_ o v
1+v ox? ox 1-v

2 of
Vie 4 Ts_ o v
Y l+vor’ oz 1-v

ik = (—ajk’i +&y +€il’»k>i (no sumatorio)

2 0 0
288x i(_ yy2+87/zx+ 7X)’j

2 6252 _i(ayyz +672x _6)/ij

(a_fx_'_ﬁ_fy_i_i} va L 828 J—— 8_fx %
oXx oy oz Y 1+v oxoy oy Ox
of, of, o ) 1 o' (o, of
S5 %) vaaaty
(a_fx_i_i_i_a_fzj sz +L azs = i+a_.':z
ox oy oz “1+v oxoz oz ox

2628)’ _ 0 (87y2_872x+ayXyJ

oyoz B OX ox oy oz

o10x oy

ox oy oz

oxoy oz\ ox oy oz

a,a”ij

+v 1-v




Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

: : - 1 1
Ecuaciones cinematicas: &; :—(ui i +uji), w; :—(uj i~y j)

1j 2
ou ov oW ou ov ou ow oV ow
E=7 &= gX:_;}/xy:_-i__ Vo« = At 7yz:_+_
OX oy 0z oy OX 0z OX oz oy
_ov au _ow au _ow  ov

a)x a)xz_ a)z_
Y oox oy ox oz " oy oz

Ecuaciones constitutivas:

o; Lamé: o, =2Gg; + g, 0;;

Hooke: 8” :_U_éo-kké'” 1 ] Kk ™ij
&, 1 I —v —v| o, o, E l-v v v |l &
g |l==|-v 1 —v|o o, |=—~—| v 1-v v ||¢
gz E -V -V 1 O-Z O': (1+V)(1_2V) |4 14 I-v g:

o, e, e
Vg = G Va = G Yy = G Ty = nyy T :nyz Ty :Gy)'z
vE E E

Parametros varios: A=

(1+v)(1—2v);G 2(1+v)”  3(1-2v)

S=0y=0,+t0,+0,; =g, =¢,+¢&,+¢&,

s=(i+§6]e; s=Ke

. . 1 le = =+
Trabajo fuerzas exteriores: W = EIVOI( fu+fyv+ fZW)dVOI +5.[A( fu+fv+ fZW)dA

Energia elastica:

U= .[vm T:DdVol = jvm {W_é(axo—y +o,0, +O'XO'Z)+%(TEY +z'§Z +Tx22) dVol



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

ELASTICIDAD TRIDIMENSIONAL. COORDENADAS CILINDRICAS

1 . —| 1 1
Tensor de deformaciones: D=| 3y, &, 37,
1 1
270 276 ¢,

. O-r z’l‘@ z-I’Z
Tensor de tensiones: T=|7,, o, 7,
TI‘Z T@Z JZ

oo, 10r, Or, o,-0C

L ro + rz 4 v 14

o r og oz r
ort,, +l oo, N 07, N 2z, N

Equilibrio interno (tensiones): f,=0
gr r %H gz r
e +l for 992 4 Pa f,=0
or rog oz r
2
a‘C"z +ra ‘iﬂ _67rz =0
Compatibilidad interna (deformaciones): OF oz 0z
og,
& —€,—r—==90
or
. . i ou, u, 1ou, ou,
Ecuaciones cinemdticas: ¢, = Eg=—"T+——"F ¢, =
or rroé 0z
lou, ou, u, ou, 1ou, ou, ou,
=—Ft+——--_-< = +— = —L

Y0 ar v 7T ree T o or
Ecuaciones constitutivas:

& 11 v —vio o, E I-v v v || &
Hooke: | g, |=—=|—Vv 1 —v|l o, Lamé: |0, |=———F——| v 1-v v |lg
| El-v - 1o, o, (+v)(1=2v)| v v 1y g,
— Tﬁ — Ti — To: ’[re = Gj/r& Ty = G7/rz THZ = Gj/ﬂz
7/r9 G 7rz G 7/6'2 G

Solucidn a partir de una funcion de tensiones:
0D 10D 10D 9D
N 2

Condicion fundamental: V2V?® =0 VD —+——+ o+ ——
or ror r-o060° oz

2
o, = 9 WD — 0 qz)
0z or
o, = g( VAL _lagj
) . e 0z ror
Obtencion de tensiones (caso axil-simétrico): 5 Ry
o,=—|(2-v)VO-—;
0z 0z
0 0’®
=—|(1-v)VD-
o {( ) oz’ }



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS

TENSION PLANA (laja o placa de pequeiio espesor)

2
Tensor de deformaciones: D=| 37, ¢, 0
Ty
0 0 g
Gy Gy

o, Ty O

Tensor de tensiones: T=|7,, o, 0

0 0 O

Equilibrio interno (movimientos):

Equilibrio interno (tensiones):
0
aaij_TWijX:o GVu, +G 1 @+fx=0
OX oy 1-2v ox
82-xy_,_ao-y_i_f ~0 GV2Uy+G ! @—nyzo
OX ay y 1-2v ay
f,=0 e:1—2v(8 +6‘)
-y V5

Compatibilidad en tensiones:

Compatibilidad en deformaciones:
2 o’e. 0° f
a‘c’;x_l_ 2y= 7xy v2(o_x+o.y)=_(1+v) %_F_y
oy OX OXoy ox oy
Ecuaciones constitutivas:
gx 1 1 _V 0 UX O-X E 1 V O ((/‘X
Hooke: & ==V 1 0 o, Lamé: o, |= =V 1 0} ¢
E 1 -V 1-v y
]/xy 0 O 2(1+V) Txy Txy 0 O 2 7x
g, = ——(O‘X +0y)



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS

DEFORMACION PLANA (barra o tubo de gran longitud)

Oy
: 0 ‘
&y 27 Xy
Tensor de deformaciones: D=| 37, ¢, 0

0 0 0 Y

Oy Xy
Tensor de tensiones: T=| 7, o

0 0 o, Txy
;‘;Gy

Equilibrio interno (tensiones): Equilibrio interno (movimientos):
0
00y w1 — GV +G—— L. ¢ —9
ox oy 1-2v Ox
dr,, do Gviu +G—— L g
- + —r +f = 0 y 1=2 y
x oy v oy
f =0 e= &y + gy
Compatibilidad en deformaciones: Compatibilidad en tensiones:
2 O¢, O of
a‘c’;x_l_ 2y= 7xy VZ(O_X_FO.y):_L a_fx+_y
oy OX OXoy I-viox oy

Ecuaciones constitutivas:

£ l-v —-v 0o .. 0, =Ae+2Gg,
X X Lamé:
Hooke: | &, =1+—V[ v l-v 0} o, o, =Ae+2Ge¢,
yxy 0 0 2 Txy GZ =V(Gx+0y)



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS CARTESIANAS

SOLUCION A PARTIR DE UNA FUNCION DE TENSIONES
(fuerzas de masa constantes)

4 4
Condicion fundamental de la funcion de Airy: V'® =0 o 2 0 6 o

+
oxt oxloy’ 8y

Obtencion de tensiones: o, =

Ta

@(@ T )
b)%{: w@ G« O

%9

, o o, to,
Tensiones principales: o, =

Tension tangencial maxima: 7, \/ j +szy

_ o, =0,c08’ a+o,sin’ a+2r, sinacosa
Tensiones alrededor de un punto:

— : 2 s 2
ra—(ay—ax)smacosa—i-rxy(cos o —sin a)

‘ . . : lof
Angulo de las tensiones principales con el eje X: 3520 :i; tan 0, = —

, . L. d O, — O
Lineas isostaticas: Y__ST%
dx 27

Xy

’ . . 22-xy
Lineas isoclinas: tan2¢ = =cte
o,—0,



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

, ) o.t0, o,—0, 5
Lineas isobaras: o,, = + +7, =cte
Ny 2 2 y
. . ., .. dy 27, 27,
Lineas de méaxima tension tangencial: —=———= [1+
dx o,-o, o,—0,

. . 1
Deformaciones principales: &, , = E[gx +e, \/(é‘x —&, )2 + 47X2y }

2
.y . ;. A _ 2
Deformacion tangencial maxima: y,, = \/ (gx - gy) +4y,

EtéEy &€ Yy .
. g, = + cos2a +—=sin2a
Deformaciones alrededor de un punto: 2
v, = (ex -é&, )sin 2a—y,, cos2a
. . .. . 7 Xy & — &
Angulo de las deformaciones principales con el eje x: tan20 =———, tan§, = —=
&, —& g
y Xy



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

ELASTICIDAD BIDIMENSIONAL. COORDENADAS POLARES

1

. & 3
Tensor de deformaciones: D = { L2 Zj "9}
2710 o

) o T
Tensor de tensiones: T=| ' 1
Tvo Oy

Equilibrio interno (tensiones): ) aar 8801'
__9_|_ 2 rH

r 060 or r

+f,=0

Compatibilidad interna (tensiones): V* (o, +0,)=0

Ecuaciones constitutivas:

Tension plana: Deformacion plana:
gl|_1I1 —vio Ty gr _Itvit-v v _ T
6‘9 - E|-Vv 1 7/“9 G E —v 1—-v 7r9 G
o, E |1 vi|e l—v
"= E Ty =G r _G r
{%} 1-v? [V JLJ 0P [ } (1+v)(1- 2V)[ v }[ } i

v
&, =——(o,+0,) (G +0.9)
E
: L ou u lou laou,  odu, u
Ecuaciones cinematicas: &, =—- ¢, =—+——2 o = +——2 -2
or r roo rog or r

Solucidn a partir de una funcion de tensiones:

D 100 1 0*d

Condicion fundamental: V2V?® =0 VD = et ——
or ror r- o6
l1od 1 0°®
P :—_+_
ror r*oo
. . R
Obtencion de tensiones: o, = P
r
a(la®j
Lo= " | T A0
or\r 00




Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

TORSION UNIFORME

z

L Y

L| x
//?':M
—Vh

SOLUCION EN MOVIMIENTOS (SAINT VENANT)

Angulo girado por unidad de longitud: 9= %

Angulo girado en una seccién cualquiera: w(z) =9z

u=-9yz
Movimientos: V= 9xz , siendo f(x,y) la funcion de alabeo, tal que V> f =0
w=9f(x,y)
Ecuacion constitutiva: M, =GJ 9 J= _[ a X _a y+ x> +y? |dxdy
Aloy  oX

SOLUCION EN TENSIONES (PRANDTL)

Solucidn a partir de una funcion de tensiones:

Condicién fundamental (compatibilidad): V’® =cte = 2G93 862 =0
S contorno
|contorno = Cte

o
Xz %y@

Obtencion de tensiones: T, =——

o ox
o,=0,=0,=7,=0

Equilibrio en las secciones extremas: M, = 2L\®dxdy

2 2
Energia potencial total: V =U —W L o + oo —4G 9 |dxdy
2G YA ox oy



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

FORMULAS PRACTICAS PARA ALGUNAS SECCIONES

. ) 2M 2M 2M, o 2M
Circular de radio R (f(x,y) = 0): 7, = ——— T, =—X 7 =—%t —= :
(( y) ) Xz 7Z'R4 y yz 7Z'R4 max 7Z'R3 L G/Z'R4
M
Cuadrada de lado a: 7, = L M, = 0.1404 52 3¢
0.208a L
T .= M,

max 2
0.33—0.22a+0.10(aj a’b
b b

2
M, = S%a%h 0.33—0.22&0.10[3}
L b b

Rectangular de lados a y b:

10



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

SOLUCIONES A ALGUNOS PROBLEMAS ELASTICOS

Voladizo de caras oblicuas:

N cos@ Hsin g M sin 26
o. = + -

(a+;sin 205) r (a —;sin 20() r (;sin 2¢ — ¢ cos 20() r?

o,=0

M (cos26 —cos2a)

Fro = (sin2a —2a cos2a)r?

re

Tubo circular sometido a presiones radiales:

P
o, =A2+2C
r
o, =—A2+2C
r
7,,=0

o,=v(o,+0,) 1,=1,=0 ¢ =cte

A — K (p—p,) 2C = P =P,

2 2 2 2
P n=n

Taladro circular en una chapa indefinida:

o :£_£§2+£(1+3§4—4§2)c0529 ) o ]
2 2 2 | I =
P P P 4 0
O-H_E—i_zf _5(1‘1‘35 )COSZ@ : @—i———z— 06=0
., =_£(1_3§4+2§2)sin29 ] ]
2 - —>
siendo éz% P i

11



Formulario de Elasticidad Unidad Docente de Resistencia de Materiales (UPM)

Cilindro sometido a dos cargas a lo largo de generatrices opuestas

o

ry
2R

i I:

L J

_ 2P[cosfsen®d, N cosi.sen®d, 1
T = F L] Li. ﬁ

T, = —— + - =
? T| n 5 2R

2P [cos?d; cosid; 1 ]

2P [cos* 8, send, caszﬁlsenﬂ:l]
Ty = —— -

T T2 il

12



