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Prdélogo

Melo contarony lo dvidé

lo vi y lo entend;

lo hice ylo aprendi.
Confucio

Conlaasignaturade Resistenciavasarediza el primer intento desaca partidodetusconocimientosde Mateméticas
y Fisicaparamodeli zar fenémenosdel mundored, si bien en suaspedo massimple, el comportamiento delasvigas
cargadas; comportamiento sencill o pero nadatrivial. Convienequeno pierdasdevistaque estaréstratando deprededr
unfenémeno natural; si Il egasaresultadosantinatural estendrasquecorregir tuscd culosy/otusmodelosehipétesis.
Y éstapuede ser laideamas importante contenida en estas paginas. Por eso, 10s obj etivos de este curso TUTORIAL
DE RESISTENCIA son ayudarte a

— Desarr ollar tu intuicion fisica parague entiendascémo funcionanlas estructuras de vigas y te resulte fadl
su andlisis (y el de otros fendbmenos naturales, mas adel ante);
* yno, asmilar témicas compleas de cdculos abstrados.

— Aprobar la asignatura, y para esto intento proparcionarte dos cosas:
» unateoriaresumida, sin concesionesal rigor (que tan amenudo se @nvierte en rigor mortis') ni
al amor propio, suficiente pararesolver casi todoslos problemas bi enintencionados que te puedan
caeg en los examenes, y
e ungrannumero de problemasdeexamen, resueltos ami manera, para que, resolviéndolostu con
tu propio esfuerzo?, te ayuden:
» acomprender lateoria;
» acorregir tus errores de concepto y/o de cdculo, comparando resultados y métodas; y
» aaquirir lasoltura indispensable para enfrentarte d temido examen,
o exponiéndate a cai todas los tipos de problemas que mali ciosos profesores hemos
concebido —y parido— durante &ios, y que ajui he intentado catalogar.

SiendoéstaunaEdicién0, norevisadani corregidapor nadie, tendrasque usarlacon prudencia, conscientedel riesgo
gue entrafiay acetandono redamar anadie méas que al maestro armero por |0s perjuicios que te causen sus erratas
y errores; quepueden ser hastadela cdegoriade esoshorr oresde concepto quelosprofesorescastigamoscon absoluta
impiedad. TG, encambio, serésclemente mnmigoy melosharés sber discretamentepara rregirlos. Me encontrarés
en mi despacho del Laboratorio de Estructuras, bien dispuesto a aender tus dudas, sugerencias, correcagones,...

Gradas.

Rafad Fernandez

1 Hamming, Digital Filters, Prentice-Hall, Inc., second edition, 1983 Hago mias sus frases de lap. 10 : «We will avoid becoming
too involved with mathematica rigor, which al too dten tends to become rigor mortis» y de la p. 65 : «Those who believe that mathematica
rigor justifiesdeuse of mathematicsin applicationsarereferredto... [listade attores] for rigor. Thosewho believethat istheusefulnessin pradice
that justifies the mathematics are referred to the rest of this book».

2 Si te limitas alee los problemas (o, mucho peor, aintentar memorizarlos) descubrirés —ojaléd no demasiado tarde— que pierdes
el tiempo, predosa sustancia no redclable. «Time is the stuff life is made of», selee & principio de la pelicula Lo que @ viento se lleo.
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9.6 MétododeRayleigh-Ritz . ....... ... 9.9
Ejemplo 9: Vigabiapoyada con cargauniforme. Ensefianzas. Lo compli camos unpoco.
Resumen.






1 Pre-Resistencia

1.0 dustificacion, objetivosy contenido

Los profesores de Resistencia siempre hemos supuesto que nuestros alumnos poseen conocimientos avanzados de
disciplinasprevias: Célculo, Algebra, Fisica,...; y probablementeesasi. No olbstate, en este TUTORIAL empezaemos
humil demente recordando |os conceptos més elementales de Estética del sdlido rigido: resultantes de fuerzasy
momentos, centro de gravedad, equili brio estético, presion hidraulica, inercia...

Objetivos | Contenido

General:
— Reamrdar losprincipios elementales de la Estatica del solido rigido.

Espedficos: 811
— Conocer el efedo de unafuerzay de un momento sobre un cuerpo rigido.

— Aprender areanplaza cargas distribuidas por su resultante puntual.

— Saber qué esel centro de gravedad de una figura geométricay aprender a
encontrarlo;
» conocer y aplicar losteoremas de Gulding.

— Saber formular las eauaciones de equili brio estético,
e ycémo reanplaza unas por otras.

— Aprender las caraderisticas de lapresion hidrostatica en
e magnitudy
+ sentido.

— Saber cdcular las reacciones de unaviga goyada isostéticamente *
* incluso parapiezas curvas dmetidas a
> peso propioy
» presién hidrostatica

— Saber qué son los momentos de inercia de unafiguray saber cdcularlos:
* respedounegje,
» trasladarlo aunegje paraelo,
o teoremade Steiner,
» saber qué esunege principal deinercia,
0 saber qué esun producto deinercia;
e yrespedo deun purnto.

! Por ahora, «pasa» de saber qué significa este teaicismo; a principio soélo trataremos con simples vigas isostaticas, con los apoyos
estrictamente necesarios para asegurar €l equilibrio estético. En §22 veras qué estructuras on isostéticas y en §61, las no isostéticas.



1.2 Pre-Resistencia

1.1Estatica basica

Fuerza, momento; algebra d
Tenemos una idea intuitiva de fuerza puntual F (figura 1.1a), y no ‘
trataremosdemejorarla. Paraarrastrar unobjeto con movimientolined le
aplicamos una fuerza que se mide en unidades de fuerza, toneladas,
kil onewtons, etc. Sin embargo, con una fuerzano aflojamos los tornill os
gue sujetan larueda del coche. Para ello se predsa de un par de fuerzas
+F (figural.1a) igualesy opuestas aplicadas aunaciertadistancialauna

de laotra: a este ente par de fuerzas que empleamos regularmente para b)
imprimir un movimiento de rotadén a un objeto lo llamamos momento;
es absolutamente heterogéneo de las fuerzas; sus unidades n las del Figural.1

producto de una fuerza por una distancia, por gemplo kNxm. A las  Fuerzasy momento para lojar unatuerca
fuerzaslas consideramos vedores dedli zantes y alos momentos, vedores
libres. Lasfuerzas, por sulado, y los momentos, por € suyo, se suman vedoria mente.

Acdoény reacdoén

Si apesar de la glicaddn del momento M= Fxd latuercano gira, es porque ésta responde a nuestro intento con
un momento —M que mantiene en equili brio estatico al conjunto tuercallave de lafigura 1.1a. Latuercasufre el
momento M (figura1l.1b) y lallave d -M.

Apoyosy reaccones
En cuerpos planos consideraremos tres clases de
apoyos.

los que impiden el movimiento de trasladon Q 7@ AG\
c) M v

en una direacion (figura 1.2a, aunque

habitualmente sélo representamos la mitad

inferior, la de trazo continuo en lafigura), a) TV b) TV
» permitiendo el movimiento en la ) . E ent

direcdon perpendicular, Apoyo deslizante ~ Apoyo fijo mpotramiento
 asicomoe giro; Figura1.2
Tipos de goyo y reactones que ofrecen
— los que impiden el movimiento en dos

direcdones (figura 1.2b)
ey por consiguiente, en todas direcdones, pero
e permitené giro;y

— losqueimpiden lostres movimientos: trasladones horizontal y verticd (0 seg todas), y giro (figura 1.2c).

Designaremosaestostrestipos de apoyos con losnombresindicadasen lafigural.2. Paraimpedir los movimientos
los apoyos empleanla fuerza necesaria; por eso, cadauno delosapoyos gjerce (o puede gjercer) lasreacéones que
semuestran junto aél. Podemosimaginar otrosapayos, como losqueimpidenunmovimientoy el giro (figura7.9b),
pero son poco habituales en esta disciplina. En cualquier caso podemos generali zar diciendo que un apoyo rigido
impide & movimiento en unacierta drecaény proparcionalareaccaon gredsa en esa misma drecaon.

Fuerzasrepartidas; equivalencia estatica
Ademas de fuerzas puntual es debemos considerar fuerzas repartidas, como la 11: qL

gue gjerceunmonton de arenasobre su base. Si sereparte sobre unasuperficie A
se medird en t/m?, u otras unidades de fuerza repartida por superficie. Si se WHHEH *
reparte sobre unalongitud sus unidades seran t/m, kN/m, etc. Enlafigura1.3 X

mostramos una caga repartida uniformemente y su supuesta caga puntual L2 L2, a )

estéticamente equivalente, colocada en e punto medio de la anterior. Para 7 7

Figural.3
Resultante de una caga
repartida uniformemente
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comprobar |a equivalencia estaticacomprobamos si lacantidad de fuerzaeslamismay si e momento respedo de
cualquier punto del espado esel mismo. Tomandomomentosen el punto A obtenemosparalacargapuntual P= g,L:

M(P)= PX( §+a] = qoL[éﬂz)

Si en e intervalo delongitud L lacargatotal aplicadaesq.L, en €l intervalo dx adUaunacarga g.dx aunadistancia
L-x+adel punto aA . Lasuma de sus momentos es.

M, (9)= f:andx.(a+L—x)= q,

2|L
L
a+L S Ll a+—=
wng]- ad ]

Como lafuerzatotal eslamismay e momento respedo de aialquier punto del espado, € mismo (independiente
de a), hemos acetado colocando laresultante en el punto medio.

Centro de gravedad
Llamamos centro de gravedad de una cagarepartida d punto en el cual P=14q,L
debemos colocar su resultante puntual para que sea dedivamente l ° A
resultante: para que dé el mismo momento respedo de aalquier punto v qox’\J ﬂ cl‘ *
gue la carga repartida ala que reemplaza (sélo a dedos estaticos). o =
Busguemos €l c.d.g de la caga trianguar de la figura 1.4; podemos ’ X *
imaginar que corresponde al peso de un acopio de arena con este perfil. A0t
Esevidentequelacagatotal eslamitad deladelafigural.3. Engeneral ¥ L ¥ a ¥
lafuerzaresultante seré la sumao integral:

Figural.4
(1.1-1) P= L :Lq(x)dx= Area de carga q(x) Buﬁggﬁ;ﬁ;gﬁ;;ggga

El momento de la cagaresultante P= %4 L respedo de A ser&
1
M, (P)= quLx(lﬁ'a—xG)
El dela cagarepartida serédla suma o integral de los momentos de cala demento de caga g(x).dx:

(1.12-2) M, (g)= f;Lq(x)dx(xA—x)= L:Lq(x)dx(L+a—x): % x;Lxdx(L+a—x)= %qoLx( a+§]

Igualando las dos expresiones anteriores  tiene x;= 2L/3 (medida desde d extremo «delgado»).
Enlatablal.ltieneslas d&reasy las posiciones de los c.d.g's de varios perfil es de cargas repartidas. Es muy faal

recmrdarlas por laseaienciadelosfadores 1, 1/2, 1/3, etc. delasdreasy 1/2, 1/3, 1/4, delosc.d.g.’s. Recordando

estosvalores, cd cularemos resultantes y momentos mediante sumasy productosen vezdeintegrandocomo (1.1-1)
y (1.1-2).

Tabla1.1 Areay centros de gravedad

I — 2° grado 3¢ grado
Figura =

T G G G
Area/bh= 1 12 3 14

Xg /b= 12 13 V4 15
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qu

M Pasena ¢<oc o‘go&?’)(
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31 7 Pcosa ﬁ
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RYE)) 1/30,30 e e q(x)= q,cos(mx/2L)
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Figurals
Cdlculo de las reactones de gooyo en ménsulas

Equilibrio estatico

Por el segundo Principio de Newton, un cuerpo esta en equili brio estético si la sumavedorial detodaslasfuerzes
aplicadas es nula, y nulo es también e momento de todas ellas respedo de cualquier purto del espacio. Este
principio nospermitecdcular lasreactones sobreuncuerpoapoyadoisostéticamente. Estasreacéonesson fuerzas,
tan redes como las otras, que |os apoyos nos regalan generosamente en la cantidad exada que necesitamos para
mantener el cuerpo quieto. En estructuras planas apli caremos las sguientes eauadones:

(i) suma defuerzashorizontalesigud a cero,
(12.2-3) (i) suma defuerzasverticalesigud a cero,
(iii) suma de momentos (respecto de aialquier punto del espado) igud a cero.

Reaccdones en ménsulas

LIamamos ménsulaalavigaempotradaen unextremo y libre en €l otro. Todas las de lasfiguras 1.5a-f produciran
reacgéones H,, V,, M, como las de lafigura 1.2c. En las correspondientes figuras < indican las reaccéones que
resultan. Lo mas répido esreemplaza mentalmentelas cargas repartidas por su resultante corredamente situadaen
el c.d.g. (ver tabla 1.1), como seindicaen lapropiafigura mediante una caga puntual dibujada de trazos. Para d
caso delafigura 1.5e, con una cargadistribuida en parabola de 2° grado con méximo de g, operamos como sigue.
Si no conocemos la pasicion del ¢.d.g. de la pardbola «gorda» (no dado en latabla 1.1), descomponemos lafigura
mental mente en unacargauniforme menos unaparabdli ca«delgada» como laqueestédenlatablal.1. Lasreacdéones
resultan ser:

1 2
V,= qb-—qb= =qb
A qa 3qa 3qa
b| 1 3b 2 3
M,= q bl a+—|-=qb| a+—|= =q b| a+=b
A qa ( 2) 3qa [ 4] 3qo ( 8 )

(resultado que nos diceque d c.d.g. delapardbola de 2° grado «grande» estd a 3/8 de labase). Para el caso dela
figura 1.5f lo mejor esintegrar:

V,= f ancosﬁdv qozn—L

2 4
M,= fxqocos—dx— q, [; ?J

(Lasegurdaintegral se hacepor partes.) Si, con uncierto criterio ingenieril, hubiéramos reemplazalo lafuncion
coseno pa una pardbolade 2° grado, € error habriasido del 4,7% en exceso paralareacédn y del 8% en exceso
para ¢ momento.
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Peso propio devigacurva

Si g, es el peso pa unidad de longitud de la viga drcular de la
figural.6, el pesototal serdP= q,7/2. EIl momento de enpotramiento
lo podemos cdcular de dos maneras, integrando o hallando € c.d.g.,
punto de aplicadon de P. Sumamos el momento de cala fuerza
elemental g,ds:

M= [ vads= [ 7" Rsenoq,Rdp= R’

Dividiendo el momento por lacargatotal resultalaposicion del c.d.g.,
Xs= 2R/ 7.

Pri t de Guldi Figural.6
rimer . eorema de u n L. . Célculo de las reacéones de unaviga arva
Alternativamente podriamos haber hallado x; sin integrar mediante el

primer teorema de Guldin, que dice que el area generada por una
curvaal girar entornoaunejeesigud alalongtuddela curva por el recorridode su c.d.g.: A= Lx27xs. Aqui,
girando €l arco AB en torno al eje AO generamos una semiesfera:

2R
2nR?2= TR2nx. - x.= 2
2 G ¢ g

Conocido este valor, M, = PxXg.

Presion hidradlica
Es imprescindible que sepas dos cosas acecala presion hidraulica, tan freauente en nuestras estructuras:

— que sspropaciond ala profunddaddel liquido,
» confador de proparcionalidad p, su peso espedfico (para d agua, p=1 t/n~10 kN/nr),

— yquesiempre adula ortogondmente alas paredes del redpiente.

Depdsito cilindrico

Calculemos ahoralas reaccones del depdsito semicilindrico de lafigura 1.7a de 1m de ancho. Lo podemos hace
de dos maneras; una de ellas es integrando las componentes horizontal, verticd y momento de las presiones
hidrostéticas p(y)= oy multi plicadas por la superficie sobre la que adtan en cada purto del depdsito (figura1.7b):

H,=- f "2 p(@)Rd@seng = -pR? f o"/zsen(pcOS(pd(p =- %pR2

o

V,= f ™ (@)Rdpcosp= pR> f *2cosg2dp= TpR?
o [

4
M= [*p(@)RdpD(9)= pR*[ " senpcospdy= %pR3

o

Lasegunda manera es considerando €l equili brio del conjunto OAB del depdsito con el agua que tiene por encima
(figural.7c). Este cuerpo heterogéneo estasometidoasu propio peso P, aplicadoen el centro de gravedad del secor
circular, y a empuje E resultante de las presiones hidrostaticas que d liquido alaizquierda de OA gjerce sobre €l
del sedor. Esclaro que d empuje vale E= pR¥/2 y esta aplicado a R/3 par encima de A. El peso propio vae
P= pnR¥/4 y su punto de glicadon lo encontaremos aplicando el:

Segundo teorema de Guldin
Semejante a primero, dice V= Ax27x;. V, volumen generado pa unasuperficie de &eaA a girar entorno aun
ge 27x; esel remrrido desu c.d.g. En nuestro caso:

znR3
- 4R

nR? 3%

27
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Figural.7
Reaccones por presion hidrostética e unredpiente dlindrico

Por consiguiente:
nR2_4R 1

R
M= Pxx +Ex—=
4 TEIIT P32

Reacdones en vigas biapoyadas

Esimportante entender que para sopartar un momento (figura1.8a) la
viga biapoyada no tiene méas opcion que opaner un par de fuerzas de
valor +M/L; no importa qué posicion ocupe ¢ momento dentro —o
fuera— delaviga. (También puedes cdcular estasreacg¢ones como en
el caso siguiente.)

Para el cdculo de reacéones en vigas, a menudo lo més pradico es
tomar momentos en ambos extremos Ay B. Asi, paralafigura 1.8b:

BM,=-V,xL+Pb= 0 = V,
BM,=-Pa+VyxL= 0 = V,

Cadareacdon sale de una unica eciadon, sin resolver unsistema. La
ealacion suma de fuerzas verticdes £ usa mmo comprobadon.
Observa que hemos sacalo una eauad6n (1.1-3c) extra renurciado a
unaeasadodnla(1.1.3b) (que, sin embargo, se cumplird). El resultado:

v,= Pl
(1.1-4) L

V= P2
B

debes recordarlo siempre y meditarlo. Dice que la magnitud de la
reacdon es proparcional a la distancia al otro apoyo; sufre més el
apoyo cuanto mascercano. Estaférmulase puedeemplea paracd cular
las reacdones de lavigade lafigura1.8c, dando a P el valor Y2q.b, a
a€ vaorat+b/3yab e vaor 2/3.

Intercambio de ewaciones

x_+_pR2x

Pre-Resistencia

R3
;3 P
A M B
/
74; a) \/
A a b |
& L V
ML MIL

A WWW B &
o %
?a L b A

v,

Figural.8
Cdculo de reacéones en vigas biapoyadas

Habras observado que en la obtencién de (1.1-4) hemos aplicado das vecesla ewiadon de momentos (1.1-3iii) y
ningurg, la (1.1-3ii). Ecuadones en momentos puedes escribir infinitas, y ocasiones habra en que estarés tentado
de hacelo; pero perderas el tiempoy pondrastu ignorancia al descubierto vergonzosamente. Si yasatisfaceslas (i)
y (i), sdlo unaeauaddn del tipo (iii) te valdra: todas las demas dirdn exacdamente o mismo (son combinadones
linedes de ellas). No obstante, como hicimos en (1.1-4), podemos renurciar alaeasadon (i) y/o ala(ii) y ganar

otras tantas adicionales del tipo (iii ).
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Momentos deinercia

Laprimeravezque apareceel momento de inercia de un cuerpo es cuando
aplicamosél tercer Principio de Newton (fuerza= masaxacderacion) aun
sdlido que gira impulsado pa un momento M. Dice este Principio que €l
cuerpo adquiere una acéeradén angudar o reladonada con M por la
easadén M= |.eendondel esel momento deinerciadel solidorespedo del
gjeo del centro derotadon. Si el gjede giro esd x, el momento de inercia
esla suma de las masas por el cuadradode las distancias a e, 2m.y? o
en el caso continuo:

1.1-5 I = ydxdy= vy [ b(y)y?

(11-5) = [ [ yrvdsay= x [bo’dy

b(y) es € ancho de lafiguraalacotay (en direcadn x, figura 1.9a). En
muchas aplicadones no interesala densidad ¥ y se toma unidad. Como es
suma o integral de términos positivos, el momento de inercia es sempre
positivo. Seras castigado con todorigor si aceotas que te salga negativo.

| del rectangulo
De aaerdo con lafigura 1.9b:

(1.1-6) I= ["by*ay= 2b f 22 p= Ly
-h2 o 12

valor que debes recordar hasta que apruebes esta asignatura. Hemos
cdculado el momento deinerciarespedo del gje que pasapor e c.d.g. Si lo
cdculamosrespedo de otro gje que disted de él (figura 1.9b), nos sale mas
grande:

(L1-7) I= f_;/hzlzb(y)(wd)zay: f_:‘fb(y)(yz+2yd+d2)dy= I+Ad?

Figural.9
Célculo de momentos deinercia
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Hemos quitadolaintegral deb(y).y del segundo sumando porque representael momento estético respeco del c.d.g.
y sale ceo (condicion de cd.g.). Laintegral de b(y) esel area Estaférmula nos enurcia d:

Teorema de Steiner

Dice que e momento de inercia respedo de un eje aalquiera es
igud al momento deinercia respedo del e paralelo que pasa pa
el c.d.g masd area delafigura por la distancia al cuadrado. Asi
pues, € momento de inercia es minimo respedo del c.d.g. y crece
desmesuradamente d alejarnos de 4.

Ejemplo practico

Calculemos le inercia respedo del ge horizontal que pasa por el
c.d.g. dela T de lafigura 1.10a. Necesitamos encontrar antes la
posicion de su c.d.g. G. Escribimos que e momento de los
recanguos parcialesrespedo del bordeinferior (o cualquier otrogje
horizontal) esigual al de lasecd6n completa:

A xd+Ay>d,= @1*"42)5}

_ 20%60x(10+60)+60x20x30 _
‘ (A=) 20x60+60x20

50 cm
c,= 20+60-c;= 30 cm

El &reaesde 2.400cn? y @ c.d.g. estd 50 cm por encimadel borde
inferior y 30 cm por debajo del superior.

.G,
// 74
o /
o )
- Q
G_.x%._a ¥
- %
& N Ny
"G,
74
0 20 20c¢

Figural.10
Figuras geométricas para cdcular inercias
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Para cdcular e momento de inercia | ;; Sumamos la contribucion de cada readngulo elemental. De aaerdo con

(1.1-7), cadareaanguo aportadostérminos: el bh’/12respedo de su centro de gravedad massu dreapor ladistancia
G, -G al cuadrado:

1= —60x20%+60x20%(30 - 10)2+—-20x60%+20x60x(50~30)%= 1.360.000 cm*
%12 12

Otrasinercias; g es principales
Ademas de los momentos de inercia habituales, (1.1-5) con densidad unidad, respedo de ges:

(1.1-8a) I-= f y2dvdy
A
(1.1-8b) I,- fA x2dxdy

se definen otras cantidades inerciales, como el producto deinercia:

(1.1-9) L= fA xy dx dy

y el momento de inerciarespedo de un punto:
(1.1-10a) 1= fA r2dxdy

siendor ladistancia aO de la particula de &eadx.dy. Como r’= x*+y?, resulta:

(1.1-10b) Ip= I+1,

gue diceque e momento de inercia respedo de un purto esigud a la suma de los momentos respedo de dos gjes
per pendiculares (cualesquiera que sean éstos: lasumal,,+1,, es uninvariante).

Paracadafigurageométricahay dos gjes perpendiculares paralos cuales el producto deinercia(1.1-9) resultanulo:
son los gjes principales de inercia. Cuando unafiguratiene un gje de simetria, podemos asegurar que ee ge &
principal; el perpendicular también lo sera. Por consiguiente, los|,, cdculados hasta aqui, son valores principales.
Los valores principales $n extremos: maximo y minimo.

Inerciasdel circulo
Laférmula (1.1-10b) simplificaalgunos cdculos. Por gjemplo, para e circulo (figura 1.10b) es mucho muy faal
cdcular |, con (1.1-10a) y obtener I,,= I,, con (1.1-10b) que mediante (1.1-8):

_ R 5 _ TCR4 N _ _ TER4
1= f riamrdr= T o L= L= T
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Resumen:
— Hemosrewrdado los conceptos de:
o fuerzay momento,
e resultante de cagas repartidas,
e centro de gravedad, que encontramos:
» componiendo los de figuras elementales,
» integrando o
» aplicandolos teoremas de Gulding;
e equili brio estético:
» easadonesasatisface e
o intercambios entre dlas.

— Hemosreordadoy aplicado las eauadones de equili brio estético para encontrar reac¢ones de goyo:
e deménsulas (viga enpoatrada-li bre)
» incluso ménsulas curvas ometidas a
O peso propio, y
o presion hidraulica
» ydevigas biapoyadas.
— Hemosremrdado |las caraderisticas de la presién hidrostética
e Que atuasiempre perpendicularmente ala superficie dedada, sea &ta:
» redo
» virtual,
» conintensidad proparcional ala profundidad,
» con su peso espedfico como fadtor de proparcionali dad.

— Hemosrepasado las férmulas de inercia:
* respedo deuneje,
» quetrasladamos mediante @ teorema de Steiner,
» yreoordadolos conceptos de:
o producto deinerciay
o gesprincipaesdeinercia;
e yrespedo deun purnto,
» y encontrado que e la sumade lasinercias respecto de dos €jes perpendiculares
(cualquiera, invariante).






2 Esfuerzos

2.0 Importancia, dojetivosy contenido

Una guia (mujer) del Monasterio de las Huelgas queria
impresionar a su audiencia sosteniendo que las columnas
de la sala cepitular no sostienen nada; "estan puestas’
—deda— "paraprevenir laagarafobia”. Sospedo quea
elalehabrianexplicado quelosarcosadyacetes(figura2.1)
contrarrestan entre si sus empujes horizontales, y las
columnasintermedias no tienen queresistirlos. Lo queno
le dijeron es que d peso (verticd) de las bovedas pasara
todoél alacimentadon através de las columnas, lo cual
lashaceabsol utamenteimprescindibles. (Y olerecomendé
gue en caso de quitarlas no se wlocara de caiétide.)

Figura2.1
iNo juegues a caiétide!

Esta anéadota sugiere laimportancia de entender de qué
manerase mnducenlascargaspor dentro deuna estructura
hastadesembocar enlacimentaddn, paradisponer elementos estructuralesen €l lugar adeasadoy con laresistencia
suficienteparaaguantar o quelesll ega. El problemade cémo mantener cargaslevitandolo dgjamos, por sudificultad,
paralos agronéuticos.

Objetivos | Contenido

General:

— Aprender adeterminar diagramas de esfuerzos en estructur as isostaticas de
vigas

Espedficos:
— Conocer lafuncionresistentedelasestructuras . .. .. ... oo 8§21
— Conocer € objeto delaResistenciade Materiales . .. ........... ... ... ... 8§21
— Saber qué estructuras on isostaticasy suspropiedades. . ... ... 8§22
— Entender el concepto de esfuerzoy su significadofisico . .................... §2.3

— Aprender aobtener los diagramas de esfuerzos producidos por las cargas més
simplesy familiarizarsse @NSUAPEAD . ... .o vt 824

— Aprender las reladones mateméticas entre cagas exterioresy esfuerzos, y a

obtener éstosporintegradénaquéllas . . ... ... 825

— Adaquirir soltura en la determinad6n de diagramas de esfuerzos
O BN VIS, .t i e : §2.6
o BN POMICOS vt L 82.7

Adicional:
— Aprender aresolver el problemainverso (dados |os esfuerzos, determinar las cargas
QUETOS PIOGUCEN) .« v v et e e e e e e e e e e e e e . §2.8




2.2 Esfuerzos

2.1 Resistencia, oTeoria de vgas

Concepto de estructura

Lasfuncionesdeuna estructurapueden ser varias(aislar undeterminadovolumendel exterior, sostener cargas, contener
empujes,...) pero entodocaso deberacumplir dos condicionesfundamentales™: (i) ser establey (i) resistir suscargas
(aunque sblo seasu propio peso). Comprobar laestabili dad de una estructura, como lade unsolidorigido, lo sabes
hace ya por Estética(lo repasaste en e capitulo 1). Vamos, pues, a hablar de lafuncion resistente.

¢Qué haceuna estructura con sus cargas? Pues simplemente conducirlas al suelo (o a otras estructuras) de manera
samg ante a omo unatuberia @nduce ayua. Asi pues, paranosotrosunaestructuraesunentramado cesdli dos resistentes
guetiene por misionredbir cargasy condcirlas a los apoyos o cimentacion.

Elasticidad, Resistencia

El problema general de transmision de cargas a través de solidos es muy
complgjoyloestudialaElagticidad LaRes stencia deMaterialesesla dencia
menor quereducesu dmbito alatransmisionde cagasatravésde estructuras
formadas por entramados de piezas prismaticas.

Viga ypieza prismatica

T tienes unaideaintuitivamuy validadelo que esunaviga; quenotela
cambienlaselucubradonesquesiguen. Un gedmetradiriaqueunavigareda
(figura2.2a) esel volumen—rélleno demateria soli do, claro— deunprisma
generado por una aurva ceraday plana, llamada secadn, cuyo centro de
gravedad se deslizasin grar sobre unareda perpendicular a plano dela
secdon, llamada diredriz. La dimension longitudinal (sobre la diredriz)
debe ser bastante mayor que las transversales (de la secadn).

b)

; i i AT i Figura2.2
Parall egar aI mt_affablgconcepto depieza prismatica (figura2.2b) hacenos Vigay piezaprismética
dos generalizadones:

—  permitimosquelasecdon planavarie detamafio al deslizarsesingirar, pero lavariadén tiene que ser lenta
y continua, sin cambios bruscos; y

— permitimos que la diredriz seauna linea arva plana, si bien su radio de arvatura hade ser grande en
comparadon con las dimensiones de la secaon.

Estructurasreticuladas planas

Eneste TUTORIAL reduciremosatinmasel ambito deestudio li mitdndonosa estructurasplanas (de piezasprisméticas).
Paraquela estructuraseaplanasehande aimplir doscondiciones: (i) quelasdiredricesdetodaslaspiezasprisméticas
estén en unmismo plano, y (ii) que uno de los gjes principales de inercia de cada secdén transversal esté también
contenido en este plano.

Resumen:
— Lasestructuras deben ser establesy resistentes.

— Unafuncién fundamental de la estructura es resistir sus cargas transmiti éndolas ala amentaaon.

— LaResistenciade Materiales estudiala transmision de cargas a través de estructuras formadas por piezas
prisméticas.

1 E. Torr oja, Razdny ser delos tipos estructurales, Artes Gréficas MAG, Madrid 197Q pp 23.
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— Unapiezaprismética e el solido generado pa una secdén que se deslizasobre unadiredriz
* ladiredriz es:
» una arvaplana
» depequefa airvatura;
* lasecddntransversa es:
» unasuperficie ceraday plana,
» cuyo tamafio puede variar lentamente,
» que se deslizamanteniendo su plano normal aladiredriz.
> cuyasdimensiones(transversales) son bastante menores que lalongtudinal (sobre la diredriz)

— Lasestructuras de este TUTORIAL seran planas, o que implicaque:
e lasdiredrices detodas las pieza estaran en € mismo plano, y
e cadasecdoéntendrauneje principa deinercia en ese plano.

2.2 Isostatismo

Simil hidréulico

El simil detuberiasquehemosmencionadonos sradtil amenudo.
Por ladificultad desucdculo, hay dosclasesderedesdetuberias:
las muy fadles de cdcular (figura 2.3a) y las muy dificiles
(figura2.3b). En las primeras €l agua no tiene ninguralibertad
de movimientos, solo un camino para moverse: € cdculo de
caudales s redizapor la cuenta de la vigja. En las redes con
redundartias, donde € aguatiene caminosalternativos, el cdculo
de caudales, por €l contrario, esmuy complicado; yalo sufriras
en Hidraulica

Hiperestatismo=redundancias

Igual que las redes de tuberias, las estructuras estables pueden
ser isostaticas o hiperestaticas. Losingenierosde hablainglesa
lesllaman determinadaseindeterminadas. Enlasisostéticaslas
cagas no tienen opciones parall egar alos apoyos: sdlo pueden
hacelo de unamanera; en las hiperestaticas, en cambio, tienen caminos aternativos o redundantes parallegar ala
cimentadon, y por ello € cdculo de cuantacargavapor cadacamino noesinmediato. Aprenderédsaevaluar € grado
de hiperestatismo de una estructuraen §6.1. Por ahora sdlo necesitas saber identificar alas estructuras isostétices.

Figura2.3
Tuberias determinada eindeterminada

Estructurasisostaticas patron
End capitulo lyatrabajamoscondostiposde estructurasisostéticas, ;i | H> JAN o
gue vamos a definir como nuestras estructuras isostaticas 'T‘ N
fundamentales: v, ? '\T‘/ by
A B
— laménsula (figura2.4a) y J- L'
o . . . . H
la viga biapoyada @n un apoyo fijo y otro dedlizante Hes> 1y »

(figura 2.4b). \W Vs
Vv 4‘\/,\

Sus generalizadones inmediatas n los pérticos y arcos de las
figuras2.4ca2.4f. Estasestructuras sguen siendoisostéticasaunque p

tengan cuernos o apéndices sin més que una conexion ala pieza

prisméticafundamental porque étosno panen caminosalternativos A—> v L
paralaconducciéndelascargas: |os«cuernos» o apéndicesredben Vs
cagasy lastransmiten ala estructura pero no, redprocamente. 'T‘V

Figura2.4

Estructuras isostéticas tipo o patrén



2.4 Esfuerzos

Tres coacdones no bastardas
Paraqueunaestructuraseaestable espredso queesténimpedidoslos

tres movimientos de solido rigido (seis en estructura espadal). Por N \
tanto, unaestructura establetieneal menostrescoacdonesexeriores, Ay Ay oy
rigidaso flexibles. Naturalmente, estastres coacdones de estructura T T ) T

i sostati cadeben ser | egitimas, talesqueimpidanlostresmovimientos.
Si, por ggemplo, tenemos tres coacdonesimpidiendo €l movimiento
verticd y ningurg, € horizontal, estaremosanteuncaso decoacciones
bastardas. Lafigura2.5 recge casosde éstos. Engeneral, espredso
gue haya 3 reacéones que no confluyantodas en un purto (incluido N\
el infinito) porque en dicho punto no podrian anular el momento de b) Ol
las cargas exteriores, este punto se convertiriaen centro instantaneo
derotaciony la estructuracompletagiraria mmo solidorigidoentorno Figura25

aé, aunque fuerauna cantidad pequena Estructuras incompletas (inestables)
debido a macdones bastardas

Propiedad
Veremos que | as estructuras isostaticas pueden acomodar cualquier
movimiento impuesto (desplazamiento de un apoyo, dilatadén térmica) sin opaner reacéones ni sufrir esfuerzos.

Resumen:
— Estructuras isostéticas on las que
+ constan de una o varias piezas prisméticas en serie:
» sincerarse sobre d conjunto
o aunque pueden tener apéndices unidos por un solo punto,
e ydelosapoyos estrictamente indispensables para proparcionar las tres reac¢ones que aseguren
el equili brio estético,
» porlo que no deben pasar todas por un mismo punto,
o nisiquiera d infinito (ser paraelas).

— Lasestructurasisostéticas £ ammodan a aialquier movimiento impuesto como:
» desplazamiento ogiro de unapoyo,
+ dilatadon térmica,
sin opanerse a é 0s con reacgones de goyo ni esfuerzos.

2.3 Esfuerzos en estructur as isostaticas

Definicion provisional

L os esfuerzos que buscamos son lasfuerzasinternasque pasanpor unasecaon
de la piezaprismética en su fluir hasta la desembocadura por los apoyos. En
estructuras planas con cargas en su mismo plano, laresultante delasfuerzasque
pasan por lasecdoén serd un «bicé&ao»: fuerzay momento.

Tresclases de esfuerzos
Las fuerzas internas que pasan por una secaon tendra dos componentes sobre
€l sistema catesiano intrinsea locd, formado pa latangentey lanormal ala
diredriz. A la mmponenteN (tangente aladiredriz, figura2.6), que etirao pincha _
lasecdon, lellamaremosesfuerzo axil . A lacomponente Q, queserestriega mntra Figura2.6

.z . P - Tres esfuerzos: aXI|, cortante
la secddn, le llamaremos cortante. Al momento interno, que sera de ge y fledor
perpendicular a plano z? dela estructura (figura 2.6) |e Ilamaremos momento
fledor.

2 En estructuras planas se suele tomar como gje x el del gjedelaviga; como gjey, € verticd delas cargas, deformaque las diredrices detodas
las pieza de la estructura estaran contenidas en el plano xy. El gje z es €l resultante del producto vedorial z= xxy'y es perpendicular a plano de
la estructura.
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d)

Figura2.7
Vigacongo delndias

Concepto doliente

Si te castigan con los brazos en cruz y libros sobre una mano tendras un problema de estabili dad parano volcar. Si
te ponen igual cantidad de li bros sobre ambas manos, el equili brio estético es el mismo que sin libros pero con una
diferencianotable: tus brazoste doleran por € esfuerzo de sostenerlos. El equili brio se puede alcanzar con dolor y
sin dolor. Reauerda esto: esfuerzo= sufrimiento. Si manteniendo la misma cantidad de libros acecas las manos a
tronco, notarasalivio: la caga exterior eslamismapero €l sufrimiento, losesfuerzos, no. Lo quetehacedafio, queriendo
dolartelos brazos hada abajo es el momento fledor (producto del peso deloslibros por lalongitud de tu brazo),
gue es generalmente el més dafiino de los esfuerzos en vigas. También te deda d esfuerzo cortante (peso de los
li bros) pero en menor medida, como descubriste al acecar losbrazosa cuerpo. Tus piernas, que ya sostienen todo
tu peso, sdlo perciben unpequefio incremento de esfuerzo axil, el del peso deloslibros.

El esfuerzo cortante semanifiesta mn claridad s pruebasatransportar losli brosdeunabal dahorizontal detu biblioteca
apretandopor lasdoscarasextremas, como unacordedn. Lafuerzaquetendrasque apli car seratal quepor rozamiento
puedas vencer el valor maximo del esfuerzo cortante que tiende a hacelos dedli zar hada abajo: Nu>Y2P, siendo P
€l peso total deloslibros. ¥2P esel maximo valor del esfuerzo cortanteenla"vigadelibros' (lacargaquevaacada
mano); N, el axil de cmpresion que tendran que sopartar todos el os, y k&, €l coeficiente de rozamiento.

Concepto cruento

Consideremos laviga de lafigura 2.7a en la que incluimos las reacd ones de |0os apoyos como cargas exeriores,
contododerecho, porquelo son; y no unascargasexteriores cual quierasino predsamente aquéll as que nos aseguran
que d sistemade cagastotal esta en equiili brio.> Paradescubrir |osesfuerzoscausantesdel sufrimiento deunasecdonS
(figura2.7a) hay que hace cirugia exploratoria, aunque seamentalmente. Cortemos, pues, con sigil o laestructura
endospor lasecddn deinterésy separemos ambas (figuras 2.7b y ¢). Paraque ningure parte lo note tendremos que
colocar enlosdoslabios del corte aparatos simuladores que reproduzcan perfedamente los efedos que cada parte
delaestructuragjerciasobrelaotra, ahoraseparada. Algurosefedos, como el de ternura, nos pueden delatar, pero
los efedos estéticos os vamos a saber simular con maestria suma.

3 Podemosver alos apoyos como mecanismosinteli gentes que saben darnos (si tenemos suficientes) la cantidad exadadereacddn guenecesitamos
para obtener €l equilibrio estético. Los ingenieros estructurales estamos de enhorabuena porque la naturalezaesta de nuestra parte, buscando el
equilibrio de cualquier maneraque éste se puedaalcanzar. El que las estructurastienden a no caerse (porque les damucho miedo, dicen algunos)
esunaverdad que se pondramasy méas de manifiesto conformeavancemosen el estudio de estaapasionante asignatura. Los agronauticos no tienen
tanta suerte.



2.6 Esfuerzos

Antesdd cortela estructura en suconjuntoy cadaunade sus partesestaban en equili brio estatico. Paraseguir manteniendo
aquel equili brio tendremos que aplicar en los bordes sangrantes las fuerzas apropiadas. Acabamos de descubrir lo
gueteniaquesufrir lasecadn: losesfuerzossonlasfuerzasinternasque mantienen el equili brioadiestray siniestra
dela secdon. Veanos laforma pradicade determinarlas.

Si las cargas exteriores alaizquierda de S sumaban C, (dos vedores. uno, fuerza, y e otro, momento) y las cargas
aladereda, C,, por equili brio C= —C,. Parareauperar €l equili briotrasel corte, enlafigura2.7b colocaremos -C= C,
en lacaracon normal exterior +x; y en lafigura2.7c colocaremos -C,= C, sobre la caa mn normal exterior -x.

Definicion depurada

Losesfuerzosa cadaladodeunasecdonsonlascargasestaticanente equivalentesa todaslasque actianal mismo
ladodela secddn, incluidas las reacéones. Son fuerzasy momentos iguales y opuestos a cadalado de unamisma
secaon.

Concepto practico
Lo que acéamos de ver es que:

— por lacaradenormal exerior haciala derecha, +x, secuelanlascargasquevienendeeseladode la secaon
(buscando su desembocadura por laizquierda); y redprocamente,

— por lacaracuya namal exerior apurta hacialaizquierda, - x, secuelanlascargasque vienen e eeladg y
— las de calalado son exadamente opuestas a las del otro, o nuestra piezano estaba en equili brio.

Convenio de signos

Paralos esfuerzos en unarebanadade viga adoptamos el convenio de signos de lafigura2.7d. El esfuerzo axil N
serapositivo cuandoseadetracdon, esdedr, cuandotratede ettirar el elemento dferencia devigao rebanada demental.
El cortante Q serapasitivo si tiendeahace girar larebanadaen sentido contrario alas agujas del reloj. EI momento
fledor M positivo serd el que pinchasobre laparte superior delarebanaday tira delaparteinferior. Dicho de otras
manera, los esfuerzos seranpositivos si estan causados por fuerzas que son positivasen la cara de normal exterior
+x 0 pa fuerzas que son regativasen la cara —x.

Exterior, absoluto; interior, relativo

Tomatetiempo para aimil ar losiguiente. Lasfuerzasy momentosexteriorestienen susigno per se, demanera ebsol uta,
dependiendo sdlo de sus sentidosde aduaa on. Asi, F, serapositivasi llevael sentidode +x, M serapositivo s gira
positivamenteentorno a e +z. Esas mismasfuerzasy momentos apli cados sobre unacarade unasecdon causaran
esfuerzospositi voso negativosdemanerareativa, dependiendo del signodelacaraenqueseapliquen. Todosucede
como s lacara pasitiva (de normal exterior +x) mantuviera el signo (al pasar de fuerzas exteriores ainteriores o
esfuerzos) y la cara negativa (lade normal exterior -x) selo cambiara.

Célculo

Para cuantificar los esfuerzos que soparta unasecaén, €l modus operand es calcular las cantidades de fuerzasy
momento exterioresquelelleganpor €l caminodeladerecha, y asignarselascomo esfuerzosala cara derechacon
Sumismo signa; o, alternativamente, hace el cdculo defuerzaspor laizquierday convertirlas en esfuerzos con los
mismos sentidos ala caraizquierda (igual dibujo) pero con el signocambiado. En cada caso |o hards por dondete
resulte mas fadl, que suele ser por el lado daxde encuentres un nimero de cagas menor.

Advertencia, jpeligro!
En los quehaceaes de esta asignaturatienes que tener muy clarala siguiente distincion

— cuando estas cdculando el momento total (de todaslasfuerzas, las de derechasy las deizquierdas), que
ha de dar cero en cualquier punto de cual quier estructura en reposo en cualquier universo donde gobierne
laMecéaicade Newton, que interesa para amprobar el equilibrio, y

— cuandoestas cdculando e momento fledor, que eslamitad del cdculo anterior, € de una parte sobre la
otra, que interesa para saber cuanto sufre esa secaon.
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Asi, por giemplo, enlavigadelafigura2.8, cuando

como en el capitulo 1), cdcularas el momento total C

quierasdeterminar lareacton Vg (cdculo deEstatica l i ll lél l l l l l i IB
A

enlasecdon A, (el detodaslascargasquevesenla

figura, incluidaslasreacgones, naturalmente) y harés

7 %

gueseaceroenA(como encualquier otrolugar). En T v, T v,
cambio, cuando quieras determinar el esfuerzo que

sufrelasecddn A (cdculo yade Resistencia, como Figura2.8

més adel ante en este mismo capitul o), cdcularésel iHay das clases de momentos!

momento fledor (deunapartedela estructura, delas

cagasque etanentreCy Aolasque estanentre Ay B). Cuandoestos mismoscd cul osloshagasen B, ambasoperadones
vanacoincidir, lo cual causafreauentes confusiones. Paracadaoperadén debesutili zar distinto convenio designos;
parafuerzastotales, el depasiti vas cuando apunten en el sentidodelos g es coordenados (vengan dedonde vengan);
para esfuerzos, €l ya mmentado celafigura2.7d.

Resumen:

Esfuerzos en ura secaon son las fuerzas internas que una parte de la estructura gerce sobre la otra.

L os esfuerzos consisten en parejas de fuerzas y momentos que adtan alos dos lados de una secadn con
sentidosopuestos(simulandod efedo quelaotrapartedela estructura gercesobre &ta) y queson estéticamente
equivalentes alas cargas exteriores que atlan aunladoy aotro dela estructura.

Para conocer su correspondencia, conviene pensar que las cargas que adUan ala derecha se cuelan por la
caade lasecdon cuyanormal exterior apunta hadaladerecha, y a contrario.

De estas fuerzas opuestas en caras opuestas, |lamamos:
» esfuerzo axil ala cmponente normal alasecdon (o paralela d e delaviga);
e esfuerzo cortante ala mmponente tangencial alasecdén (perpendicular a ge);
e (esfuerzo) momento flector al momento resultante de todas las fuerzas que estan aunladodela
secaon.

Se toman como pasitivos |os esfuerzos cuando son como los de lafigura 2.7d, esto es:
» axil positivo, detracdon;
e cortante, cuando produce un momento +z;
» fledor, cuando comprime (pincha) lasfibras +y y tracdonalas -y.

El signo delosesfuerzosesrelativo: unasfuerzas exteriores positi vas producen esfuerzos paositivos § adtan
sobrelacara pasitiva +x de la secaon, y negativos s se aselan por laotra (figura 2.7d).

Para cdcular esfuerzos suele ser predso obtener antes las reac¢ones de |os apoyos (que son otras cargas
exteriores més, solo que de magnitudes cuidadasamente cali bradas para mantener el equili brio).

Podemoscadcular losesfuerzosapartir delasfuerzasy reacéonesquell egan por laderecha o pa laizquierda
delasecdodn:

e los esfuerzos tendrén € mismo signo que las fuerzas que llegan por € lado +x;

» losesfuerzostendran el signocontrario que las fuerzas que entran por €l lado —x.
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2.4 Ejemplos de esfuerzosen vigas

Ejemplo 24.1: Carga ail uniforme

Sealaménsuladelafigura2.9asometida auna caga aid uniforme
p, (por g emplo, supropio peso pa unidad delongtud). S pensamos 2
guelavigaesunacadena, estaclaroqueel esabondel mediosdlo A
sufre la mitad de la carga mientras que del extremo A tiratoda
ella Asi pues, N(X)= (L -x)p,. Esto se puede ver cortandopor la
secddén Caladistanciax de extremo Ay considerandoel equili brio
delaporcion CB (figura2.9b): si el trozo CB delavigacompleta
ACB o caeseraporqueel tramo ACtiradeé conlafuerza—N(x).

T = <« N—>

<

El mismo esfuerzo axil N(x) se obtiene echando la cuenta de la
cagaquellegapor arriba, pero contandola reaccon exterior como

una caga glicada: N(X)= p,L —p, X. ;L
B - B
Notaladiferencia entre caga exterior axil y esfuerzoaxil: |a caga ‘ ) b) ‘ 0
esuniformepero pa todaslas cdonesnopasalamisma cantidad Y A
de €ella; ladel extremo superior sufre mas porque le llega toda; Figura2.9
laley de esfuerzos axiles eslined (figura 2.9c). Estructuray diagramas del eemplo 2.4.1

Ensefianzas:
— Losesfuerzos s pueden cdcular por los dos lados:
e puede ser masfaal hallarlos por uno que por otro,
e ytienequeresultar iguales.

— El esfuerzo llevael mismo signo que lacargaqueleentrapor lacara+x, y € contrario que laque le entra
por la —x.

— No eslo mismo carga exterior axil que esfuerzo axil:
» ¢ esfuerzo axil resultade sumar o integrar unavezlas cargas exteriores axil es; por eso resulta un
polinomio de unorden mayor que d de ajuéllas.

Ejemplo 24.2: Carga ail li neal A

Paraunacargaaxil lined (figura2.10a) laley deesfuerzos ‘ p(x)=px/L
axilesseobtienemejor por laderecha: €l axil aladistancia ij ..
x esla cantidad de cargaen el intervalo [x,L], esdedr € ~Vip,L : :

)

areadel trapedo de cagas obredicho intervalo:
A
|
|

\\\\\\\ N(x)=2pL[1-(x/L)’]

2
N(x)= %%0% +p0}L—x)= —poL[ 1- x_]
:

1
2 L2

/2p,L

———>X

Dichaley esla pardbola de 2° grado de la figura 2.10b.
(Observaquehacesunasumaointegrad 6nde cagasy por
esotesaleunaley deun gadosuperior.) S operascontando
lacargaquellegaalasecdon x por laizquierda, esdedr,
por el intervalo [0,X], habras de mnsiderar lareac@dn exterior de valor ¥p,L:

Figura2.10
Estructuray diagrama del egemplo 2.4.2

1 1 x__ 1 x?
X)= — -——p Zx= — 1 —
N&)= SPL=—Po 2p,,L( T 2)

Ensefianzas:
— Confirmalas ensefianzas del ejemplo anterior.
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Ejemplo 24.3: Momento exterior
Enlavigabiapoyadadelafigura2.11a sometidaaun M
momento exterior M en x= a, tenemosreacéones en A S ﬂl ——B
ambosextremos, por o quehabraque cdcularlasantes ‘ = V4

dehall ar esfuerzos, cualquieraque seael extremo por
dondeempeceanos. Observaque su valor no depende ,T\ ) Vp=-M/ L\L
delaposicién a de M. V,= ML

b
v v |
El esfuerzo cortante en[0,a] serélaresultantedefuerzas | O®) | :
verticdesalaizquierda(o aladerecha) delasecadon: A - x
~
I R
4L -M/L b)
M
0)= V==
-Mb/L ‘ ‘QD‘L
Laley semuestra enlafigura2.11b. El momentofledor = & >
caculado pa laizquierda es: Ma/L paralelas
M(x) ¢ v

MO<x<a)= V x= ME
L Figura2.11
Estructuray diagramas del jemplo 2.4.3

M(a<x<L)= V x-M= M( 1—%)

M, positivo, entra @n signo - al considerar las cargas que llegan por la caa —x.
Si lo cdculamos por laderecha sera:

M(0<x<a)= Vg(L-x)+M= M%

M(asx<L)= VB(L—x): —M( 1 _ﬁ)

L

El mismo M entra @ora aon signo + al considerar las cargas que entran por la caa +x.
Laley de momentos fledores € da en lafigura2.11c.

Ensefianzas:
— En vigas biapoyadas, antes de obtener los esfuerzos es necesario determinar las reacéones.

— Lascargas puntuales (en este cao las reac¢ones) producen:
* leyesde mrtantes constantes,
e leyes de momentos fledores linedes.

— El momento exterior:
* no se manifiesta en laley de mrtantes;
e semanifiestapor unsalto de valor su magnitud en laley de momentos.

— Un momento exterior sobre una viga biapoyada produce:

* reacctones opuestas V,= ~Vg= M/L

» independientemente de su punto de glicadon.

o incluso s estuviera glicado fueradel intervalo AB (en un \oladizo);

e uncortante mnstante Vg;
e unaley de momentos fledores:

» lined con el sato indicado,

» con lamisma pendiente en los dos tramos (paralel 0s).



2.10

Ejemplo 24.4: Cargapuntual

En laviga biapoyada de lafigura 2.12a, unavez cdculadas las
reacgones, se ohtiene fadlmente por laizquierda:

Q(Osxsa)=—VA=—PTb ; Qasx<L)=-V +P= %

MO<x<a)= V x= Pb%

M(as<x<L)= V,x-P(x-a)= Pa[l—%)

Esfuerzos

,T\V; =Pb/L a)

TQ(X)

0 ¥

Pa -Pb/L W b)

i)
O(0<x<a)= Ry-P= 7
O(asx<L)=Ry=
M(0<xsa)= Ry(L-x)-P(a-x)= pb%

M(as<x<L)= Ry(L-x)= Pa[ 1_%)

Ensefianzas:
— Una cagapuntual se manifiesta:
e por unsalto de sumagnitud en laley de mrtantes,

e por unquiebro o pnto anguoso en lade flectores

— Una caga puntual sobre una viga biapoyada produce
» reacctonesinversas: V,= Pb/L, V= PalL;

M(x)
Pab/L

Figura2.12
Estructuray diagramas del jemplo 2.4.4

* ley de mrtantes constante por tramos, de valores -V, , Vg,
» consdto devalor P enel punto de glicadén de P;

» ley de momentos bili ned, con méximo Pab/L,

» quellega avaer PL/4 para cagasituada en € centro.

Ejemplo 24.5: Cargauniformemente repartida
Sobrelavigabiapoyadadelafigura2.13a,lasreac¢onesvalen g,L/2
cada una por smetria. Contaremos esfuerzos desde laizquierda:

00)=-V 4+ [ “qz)dz
z=0
Mx)= V,x- f :"q(z)(x—z)dz
Lasféormulasanteriores $on generalesy vaenpara asal quier distribucion
de cargas q(2); en seguida particularizaremos paraq(2)= q,. Observa
gue usamos das puntos genéricos:
— €l zde atuadon dela caga,

— €l x, donde medimos | os esfuerzos.

Raraveznosresignaremosahace lasintegral es que aparecen en esas
formulas. Con un poco de perspicada descubriremos que la primera

g, kN/m
YA Y
s
TqL/Z

Q) M QL2

”””” L/S

Figura2.13
Estructuray diagramas del ejemplo 2.4.5

M(x

integral esla cargatotal extendidaen [0,X], y lasegurda, el momento que esa misma carga produceen el punto x.

Con estas adaradones, tienes:

Ox)=-V, +q,x= qo[x-é

1
—q x(L-x
2qro( )

M(x)= VAx—qox%=
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211

Vamos encontrando reladones entre esfuerzos y cargas que estudiaremos formalmente §82.5 y que recogemos en

latabla2.1.

— Laley de esfuerzos cortantes:
» resultadeintegrar unavezlas cargas exteriores,

» ypor ello resulta de un orden mayor que dla.

— Laley de momentos fledores:

» (vemos que) resulta dos 6rdenes mayor que laley de cagas,
» porgue inadvertidamente la integramos dos veces,
e (vemos que) resulta un orden mayor que laley de @rtantes,

» porgue inadvertidamente la integramos unavez

— Una caga repartida uniforme se manifiesta:
e porunaley de mrtanteslined, y

. por unaley demomentosfledoresparabdlicade 2° grado conla concavidad haia arriba cuando:

» dibujamos —~M(X) (como es costumbre)
» (geshada aago;

y con valor maximo de qL%/8, que debes recordar, y
» observar que ¢ maximo de M estd donde Q= 0.

Ejemplo 24.6: Cargarepartida sobre la mitad delaluz
Determinar los esfuerzos en laviga celafigura 214a, que sopata
unacarga uriforme sobre la mitad ce la luz.

Fueradd intervalo de aduadondela caga, losesfuerzos sonlosmismos
gue setendrian con unacargapuntua estaticamente equivalente. Por
tanto, en [0,L/4] y en [3L/4,L] dibujamos los cortantes y fledores
correspondientesa unacargaP= qL/2 situadaen el centro delaviga.
A continuad 6n, unimoslosextremosde estosinterval osmedianteuna
reca en laley de cortantes (figura 2.14b) y mediante una pardbola
tangente en laley defledores (figura 2.14c). Sélo nos queda aotar
€l momento en el centro, lo cual se puede hace por geometria o por
estética Por este Ultimo procedimiento sale:
gLL LL_ 3qL?

M = 9L EL
ms~ o g Tx

Hazetd mismo lacuentay observaqueladiferenciaentre concentrar
todalacargaen € centro o dstribuirla sobre la mitad de lavigano
suponereduccidn en el cortante méximo pero si en el flecdor maximo,
del 25%.

Ensefianzas:

g kKN/m
AAAAAA S
/ A
/T\VA:qL/4 Yy = qL4

v L4 L/2 vy L4
7 A 7 \

77 3qL2/32

7

o

N
v

Figura2.14
Estructuray diagramas del ejemplo 2.4.6

— Fueradesuintervalo de acuadadn, una caga repartida se puede sustituir por su resultante puntual (en el
centro de gravedad). El efedo de distribuir la caga es siavizar las leyes de esfuerzos (figura 2.15).

— Dentro de su intervalo de a¢uadon, la caga repartida produce:

e unaley de cortanteslined, y
» unaley de momentos fledores parabdlica

» ue achkatangente en los extremos alaley de fuera del intervalo.
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Tabla2.1
Huellas que dejan las cargas en las leyes de esfuerzos P=qgxL
Carga Ley de cortantes Ley de flectores =2P/L

W ilwvcsz

A%L AL P YL Vil A/

)
il
—

22

=

2° grado

\'/ FqL%/8

_ 2° grado 3¢ grado L 2
eV V \/ \/ 3qL¥16

LqL¥/4

Figura2.15
Laley de momentos fledores s suaviza
a repartir la caga

Resumen:
— Un momento exterior dejalas sguientes huell as (ver tabla 2.1):
* nirastro enlaley de esfuerzos cortantes,
e unsdto devaor M en laley de momentos fledores.

— Una cagapuntual se manifiesta por (ver tabla 2.1):
* unsato devalor P en umley de esfuerzos cortantes constante, y
e unpunto anguoso en uraley de momentos fledores hili ned.

— Una cagarepartida q(x) produce (ver tabla 2.1):
» Dentro desuintervalo de aduadon:

» unaley de efuerzos cortantes un grado mayor €l suyo;

» unaley de momentos fledores dos grados mayor que d suyo,
o conla mncavidad hada ariba (s q(x) erahada &ajo), y
o tangente alaley que hay fueradel intervalo de a¢uaadn de g(x).

e Fueradesuintervalo de aduaddn, las mismas leyes que su carga puntual equivalente (situada en
suc.d.g.).

— Al pintar leyes de esfuerzos de cagas repartidas podemos proceder como sigue:
» lasreemplazamos provisionalmente por cargas puntuales stuadas en su c.d.g. y asi
» dibujamoslasleyes de mrtantesy fledores;
* seguidamente crregimos estas leyes de la siguiente manera:
» fueradel intervalo de las cargas distribuidas:
o no las modificamos;
» dentro del intervalo de las cargas distribuidas:
o enlaley de mrtantes, conedamos los valores en los extremos con ura curva
deungradomas quelaley de g(x), manteniendo las tangentes en | os extremos;
o enlaley defledores, conedamoslos valores en |los extremos con una curva de
dos grados més que laley de g(x) y con la concavidad hada aribasi q(x) era
hada &ajo y manteniendo las tangentes en los extremos.

— Famili arizate oon las leyes de esfuerzos aprendiendo las que resultan de:
* momentos exteriores,
e cagaspuntuaesy
* cagasrepartidas
cuando adUian sobre:
e ménsulas, figura2.16, y
» vigas biapoyadas, figura2.17.
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Figura2.16
Leyes de esfuerzos en ménsulas



2.14 Esfuerzos
| g M —Mb/L\’@‘__ B
y / _
M/L%S a b ’% ML~
v I % v a v b -M/L
v 7 7 7 7
a)
b Pa/LL
W e -
Pb/L%S a . b %fPa/L //////,gzj/// W -Pb/L
) ) ) Pab/L N
: L : 2 p—a——p—h
b)
= ! '/// 7 _—
I i
qL/2) LqL/2 ~_ _4qL%/8
v -qL/2
)
q qac/L
_ VWWVY - _
) c
qbc/L%S a A : b%qac/L 2 - qbc/L i\
¥ L ¥ L, a-cf2 4vc/24/vc/24vbf CQQ/ Ja c/2 ¥ C 4d’z)fc/%/
d)

Figura2.17
Leyes de esfuerzos en vigas smplemente gooyadas
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2.5 Relaciones entre esfuerzosy cargas exteriores

Quién se rdlaciona con quién
No te aeas muy listo s hasllegado alas sguientes conclusiones: En vigas smples (biapoyadas o en ménsula):

—  losesfuerzosaxil esN(x) provienen solo delascarga exterioresaxialesH, p(x) (en ladirecdén deladiredriz), y

—  losesfuerzoscortantesQ(x) y fledoresM(x) provienensolo de las cargas transversales P, q(x) (perpendiculares
aladiredriz) y de los momentos exteriores.

Asi pues, p(x) no afedarani aQ(x ) ni aM(x); q(x) no afedara aN(x); sera asi hasta que Il eguemos a estructuras
peraltadas, porticosy arcos.

Objetivos
En este gartado vamos a ver, pues, las reladones entre:

(i) PO < NKX),y

(i) a() <> Q) > M(x)
De estas reladones sacaemos un procedimiento analiti co para determinar leyes de esfuerzos de manera distinta a
como o hemos hecdho hasta aqui, que sera mas automéatico-matematico y dependera menos de la intuicion fisica

Tendras, acambio, quesaber integrar unaseauadonesdiferencialesmuy sencill asy apli car condicionesdecontorno.

El equilibrio manda
Lasreladonesseobtienen considerandoel equili brio estatico

de un elemento diferencial de viga, generalmente llamado A
rebanada (que es finito en sus dimensiones transversales e Y 4\(42{")+“Q(X)
infinitamente pequefio, dx, en su dimensién alo largo dela |~ lk 3
diredriz). Suponemos que (i) las cargas exteriores estan M, < gix) N\@*d
aplicadas en ladiredriz delavigay (i) que son sdlo de los | 'L'ﬁﬁ | -
tiposp(x) y q(x) (no hay momentosdistribuidosaduandosobre  N(x) 3 k) NE)+HN(x)
larebarada). Siendoasi, losequili briosdefuerzashorizontales, :
verticdes y momentos exigen (figura 2.18): ~ | 4 P
Qx) L2
I F,= - N(x)+p(x) de+[N(x) +dN(x)|= 0 N
ZF,= - Q@)+ q(x) dv+[0()+d0)]= 0 "
dx dx Figura2.18
M, = - M(x)+ Q(x)= + [ M(x) + dM(x) | +[Q(x) + dO(x) | == 0 Equilibrio del elemento diferencial de viga
2 2 o rebanadaelemental

Formulas valiosas
De estas eauadones resulta, respedivamente (laterceratiene untérmino de 2° grado en dx a despredar):

—dji(cx) =-p(x)
(2.5-1) %= -q(x)
2= 0w

gue son easadones importantisimas de recordar. Las dos primeras nos dicen algo que ya habiamos encontrado
empiricamente: que los esfuerzos axil y cortante son las primeras integrales de las cargas axial y transversal,
respedivamente. El signo menos viene de que aqui hemos sido mas puristas que antes, considerando como positi vas
las cargas que adlan hada ariba, con el sentido ckl gje +y.
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Latercera ewadon en (2.5-1) dice

() quehay unareladon entre cortantesy momentos (como esnatural por provenir ambos de una mismacarga
exterior) y que &ta es:

(i) queel cortanteesladerivadadel momento fledor. Vuelveahora alos diagramas de @rtantes y momentos
ohtenidos hasta ahoray comprueba que derivando visualmente el momento se obtiene d cortante.

Lareladon anterior es muy (til para dos cosas.

(i) muy importante: para encontrar los maximos/minimos relativos del momento flector, que estaran alli
dondeel cortanteesnulo. Hallandoel cortantenu o pa el métodofisico, te ehorrardsdeobtener la expresion
analiticade M(x), y dederivarla. (Paraencontrar |osméaximos/minimosabsol utosdebes considerar también
losvalores en los extremos Ay B de laviga.)

(i) paraobtenerlaley de mrtantes, unavezohtenidala de momentos, por smple derivaaén visua. (Me

perdonaréas que no telahayadicho antesy te haya hecho trabajar mas delo debidousando el métodofisico.

Te aeguro que @apor unabuena caisa: que entendierascon predsion qué esel esfuerzo cortantefisicamente.

Tesigo recmmendandoquelo hagasde aquellamaneray utili cesladerivadénvisual como comprobadon.)

Cuando derivemos visua mente, hemos de recordar que €l signo menos en Q= -dM/dx ya estatenido en cuentapor

€l hecho deque enredi dad hemosdibujado -M(x): podemosdedr Q= d(-M)/dx: asi, pendentespaositi vasen el diagrama
de momentos (menores de 9C° con el semigje +x) se rresponden con cortantes positivos, y alainversa.

Delaseauadones ®gurday tercera en (2.5.1) se ohtiene:

(2.5-2) %= q(x)

gue también habiamos anurciado antes.
Vamosausar laseaiad onesanteriores paraobtener leyesde esfuerzospor € procedimiento queyoll amo matematico.

Ejemplo 25.1: Axiles, de otra manera
Obtener la leyde esfuerzos axilesdelafigura 2.10a por € procedimiento matematico.

dNGx)__ X
% p(x) P

1 x)?
N(x)= ‘EPJL[ Z) +C

Obtendremoslaconstante arbitrariaC con lacondicion de contorno N(x=L)= 0. ResultaC= %2p L conlo quesetiene
el mismo resultado d=l gjemplo 24.2:
2
-1 *

Ded sepuedesacainclusolareacédnenA, V,= -N(x=0)= -Y2p L. El procedimiento no exige ningiinconocimiento
de Estética, solo rudimentos de Calculo Integral.

1
Nx)= —p L
(€9) P

Ensefianzas:
—  El métodomatemético nos proparcionaun procedimiento aternativo para hall ar 1aley de esfuerzos axil es;
e exigeintegrar una ewiadon diferencial de 1% grado,
» con um @ndicion de mntorno en el extremo libre;
. esventgjoso cuandola caga exterior tiene una expresion anditicafaal de integrar.
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Ejemplo 25.2: Flexién, de otra manera

Obtener lasleyesde esfuerzoscortantesy fledores paralavigade 9o

lafigura 219 A VAR A vy \L\L 7

Eneste procedimiento mateméti co hay quetener cuidadoconlos $gnos A /VA a) TV
B

delas cagasy recordar que las formulas (2.5-1) y (2.5-2) fueron

obtenidas para cagas q(x) positivas hada ariba: Q(X)T L3
- | il v
%= -q®)= q, ~qLI6 (L *

x
L x=LA3 | b)
C >

a5

M(x)l

1

Q(x): lqu( i] 2+_
2 L L

dM(x) 1 x> G
) - o)=-—q I| X| - =L o 212
T o) 5% (L) 7 | V3q,1227
1 x|’ ~x Estructuray digmes dd Giemplo 2.5.2
M(x):_gq,,lzz( Z] _CIZ+C2 ructuray diagramas del gjemplo 2.5.

Las constantes deintegrad 6n sefijan con las condi ciones de contorno M(0)= 0, M(L)= 0, conlo que setieneC,= 0,
C,=—q,L?/6. Asi pues:
2
3[ 1) -1
L

1

Ox)= 3

Mx)- iq,,LZﬁ—(if
6 L

q L

4

Dela expresiéon de Q(x) podemos saca las reacgones de goyo:

V,=-0(x=0)- %qL

o

V= O(=L)= %q,,L

quesabemospor Eéticaqueson corredas. Lasrepresentadonesgréficasdelasleyesde mrtantesy momentosencontradas
se dan en lasfigura2.19b,c. Harias bien en tratar de obtenerlas por el métodofisico.

Para hall ar el méximo momento fledtor, buscamos el purto de artante nulo x/L= 1/¥/3. Ené, M, = q,L2/3/27

Ensefianzas:
—  Elmétodomatemético nosproparcionaunprocedimiento dternativo parahdlar lasleyes de esfuerzos cortantes
y de momentos fledores,
» ventgjoso cuandola caga eterior tiene una expresion andliticafaal deintegrar;
e requiere saber introducir las condiciones de contorno en los extremos.

— Lasreacctones exteriores resultan de los esfuerzos en los extremos de la viga:
e con el mismo signo en el extremo B,
+ conél contrarioen el A.

— Los momentos fledores maximos y minimos resultan de considerar:
* lospuntos de cortante nuoy
» losextremos delaviga.

Dificultades

Ladificultad de etemétodoaparece ciandotienescargaspuntual esu drasdificil esde expresar anditi camente. Entonces
tienes que separar la viga en dos (0 mas) tramos, resolver cada uno y obtener algunes constantes de integradén
empa mandolos, igualando valores del cortante y/o del fledor en los empames.
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Esfuerzos

Condiciones de @mntorno

En vigasisostéticasno tienesquetemer faltao exceso de andicionesde cntorno parahall ar lasconstantesarbitrarias
del proceso de integraddn. En laménsula cnoces los valores de los tres esfuerzos en € extremo libre; en laviga
biapoyada mnoces €l axil en el apoyo dedlizante y los momentos flectores en los dos apoyos.

Resumen:

Losesfuerzosresultan delascargasexteriores; susreladones con el as s pueden expresar mediante e@iadones
diferenciales:

© N (9=-p(X)
¢ Q(X=-q(¥
M (9= 9

Un procedi miento matemético deobtencionde esfuerzos consiste en integrar dichas eauadones diferenciaes:
* puede resultar ventajoso para cagas con expresion analiticasencill a;
e requiere introducir condiciones de @mntorno para determinar las constantes de integradon;
. en vigasisostéticas sempre mnocamos las tres condiciones necesarias: |os esfuerzos que no resultan
de reacdéones:
» en urmmménsula: lostres esfuerzos en su extremo libre
» enunavigasimplemente apoyada: €l axil en el apoyo dedlizante y los momentos en los
dos extremos.

El procedimiento matematico proparcionaincluso las reacéones de gpoyo sin aplicar Estética
e sonlos esfuerzos desconocidos en los extremos, que no eran condicion de @ntorno:
» con el mismo signo en el extremo cuya normal exterior llevaladirecaén +x,
» consigno cambiado en €l otro.

Hay también una relad én mateméticaentre los esfuerzos Q(x) y M(x), conseauencia de provenir de una
misma expresion de g(X):
* M(x)=-QK)
» ¢l signo menos no se manifiesta aiando cerivamos la gréficade M(x) porque habitualmente ya
le hemos cambiado el signo al representar —~M(X)
+ lareladon tiene dos utili dades:
> unamuy importante, parabuscar losméaximosy minimos de M(x) en los puntos de @rtante
nulo (sin olvidar los extremos), con lo que,
e no tienes que encontrar la expresion analiticade M(x),
o ni quederivarla;
> otra, menosimportante, quete permite obtener laley de cortantes derivando visualmente
la de momentos,
o (til para energencias, pero
o desamnsgable porque pierdes el sentido fisico.
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Vigas en ménsuladel problema 2.6.1

2.6 Problemas de esfuerzosen vigas

Problema 2.6.1: Ménsulas
Obtener las expresiones anditicasy dibujar los croquis de lasleyes de efuerzos cortantes y momentos flectores
delasménsulasdela figura 2.20.

a) Para d caso delafigura2.20a, € aspedo delaley demomentosfleadoresesunaredaquesubede B hadalaizquierda
(M; negativo) debidaaP, (figura2.21a), conunsalto hadaabajo (positivo) en C producido por el momento exterior.
La pendiente del tramo CA seralamismaque la del tramo BC.

Contando pa laderedcha, las expresiones andlitica e funcién de la mordenada z son:
— Cortantes: Q(x)= -20 en todo AB, porque  momento no produce @rtantes.

— Momentos fledores:
« enBC,M(2=-20z
e enCA, M(2=-20z+50

Si se deseala expresion andliti caen funcion de x basta con reemplaza z por 4 -x. Los gréficos correspondientes se
muestran en lafigura2.21a.

b) Paralameénsuladelafigura2.20b, el aspedo delaley demomentosfledtoresseracomo sigue: UnsaltoenBhada
arriba(negativo) producidopor el momento endicho punto (figura2.21b). EnBC, unapardbolade 2° gradopartiendo
con tangente horizontal, con curvaturahadaabajo (por ser lacargahadaarriba). Las tangentes en los extremos de
la pardbola se habran de cortar sobre el punto medio del tramo®. En CA, unaredainclinada hada abajo tangente a
lapardbolaanterior. Estatangente seraparalelaalaredaquecausariatodalacargaq concentradaen el punto medio
de BC. Las expresiones andliticas n:

— Cortartes:
« enBC: Q2= 20z
* enCA: Q2= 20x3=60

— Momentos fledores:
»  enBC: M(2=-50+20.72/2
e enCA: M(2=-50+20x3x(z-1,5)

4 Propiedad de la pardbola de 2° grado ilustrada en lafigura 2.32, de la que haremos uso extensivo en §28.
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Figura2.21
Diagramas de esfuerzos de las ménsulas de lafigura 2.20

Para obtener laexpresiones en funcion de x bastareemplaza zpor 6 -x. Los graficos correspondi entes se muestran
enlafigura2.21b.

¢) Parala ménsula de la figura 2.20c, lo primero que haremos es descomponer la carga puntual inclinada en una
Vz=-50kN (hadaabajo) y unaH,= -50kN (hadalaizquierda). El aspedo delaley de momentosserael siguiente:
Unareda que sube desde B hada laizquierda producida por V; (fig. 2.21¢); unsato en C hada ariba producido
por el momento exterior que alli adtla, y a continuadén una pardbola de 2° grado con la concavidad hada arriba
producida por la cagarepartida g. Esta parabola aranca @n tangente paralela alareda de BC. Las tangentes en
losextremos s deben cortar sobre d punto medio del tramo. Usandolascargasdeladerechase obtienenlasexpresiones
analiticas sguientes:
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— Cortartes:
e enBC: Q=-50
« enCA: Q=-50-30.(z-2)

— Momentos fledores:
« enBC: M(2=-50z
» enCA: M(2=-50.z-100-30.(z-2)%/2

— Axiles: N=-50en todo AB.

Reemplazandozpor 5-x seohtienenlasexpresionesanaliti casenfuncion dex. Losgraficosdelastresleyes £muestran
enlafigura2.21c.

d) Paralaménsulade lafigura2.20d, €l aspedo de laley de momentos flectores sera como sigue: En BC, donde
adlaunacargarepartidalined, serdunapardboadegrado 3(2 gradosmasquela caga, tabla2.1) y conla mncavidad
hada ariba. A partir deC, el gréfico seralaredatangente alaparabola aterior queproduciriala cagapuntual resultante
de concentrar todala cagarepartida en su centro de gravedad, z= 2x5/3.

Paraescribir lasexpresionesanaliti cas, contamoslacargaquell egapor laderecha. Al punto decoordenadazlell ega:

— Cortantes:

- EnBC: Q@)=-1z3

—z—z z<5
7S (z<5)
- EnCA Q(z):—%SX30:—75 (5<z<10)

— Momentos:
» enBCresultade considerar lacargatotal Q(2) que adla en [0,Z] concentrada

ensuc.d.g. z;= 273. M(z)= XA 3

* enCAresultadelos-75kN aplicadosen z;= 10/3 M(z)= —75[z—%)

Paraohtener lasexpresionesenfuncién dexbasta mnreemplaza zpor 10-x. Losgréaficoscorrespondientes £muestran
enlafigura2.21d.

Ensefianzas:
— Este problema nos ha recordado/confirmado las «huell as» de las cargas de latabla 2.1:
e gueunmomento exterior produce
» enlaley de esfuerzos cortantes: nada;
» enlaley de momentos fledores: rectas paralelas con salto en el punto de glicadon;
e Queuna cagapuntual produce
» enlaley deesfuerzos cortantes: unvalor constante @n salto en el punto de aplicadon;
» enlaley de momentos flecdores: redas con unquiebro en el punto de glicadgon;
e Queuna cagadistribuida produce
» fuerade suintervalo, el mismo efedo que una caga puntual de lamismamagnitud total
gue estuvierasituada en €l ¢.d.g. de la distribucion;
» dentro del intervalo:
o unaley de mrtantesun gadomayor quela caga, con la cmncavidad hada abgjo,
o unaley de momentos dos grados mayor que la carga, con laconcavidad hada
arriba (para cargahadaabajo) y tangente en los extremos alasredas de fuera
del intervalo.

—  Observaquecuandoescribeslasleyesde esfuerzosenfuncionde una mordenada que aecehadalaizquierda,
cambian los sgnos de las derivadas y por tanto Q(2=+ M’ (2), etc.
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Figura2.22
Vigas del problema 2.6.2

Problema 2.6.2: Vigas biapoyadas
Obtener las expresiones anditicasy dibujar los croquis acotados de las leyes de esfuerzos cortantes y momentos

fledoresdelaviga celafigura 222.

a) Tratandasedevigasbiapoyadasno quedamésremedio que enpeza cdculandolasreactcones. Tomandomomentos
totalesen By A, paralavigadelafigura2.22a, éstas on: V,= 30kN, V= 70 kN respedivamente.

— Cortantes:
* EnAC: Q¥)=-30
e EnBC: Q(X)= 70

—  Momentos: Lacargapuntual soladariaunaley trianguar con quiebro bgjo ella (figura 2.23a); e momento
afiadira un salto bgjo si. Las expresiones analiticas son:
e EnAC: M(X)= 30
e EnBC: M(X)= 70.z= 70.(10-x)

Los graficos correspondientes £ muestran en lafigura 2.23a.

b) Paralavigadelafigura2.22b |las reacéones resultan V,= 140kN, V,= 180kN.

— Cortantes:
e EnAC: Q(X)=-140+20.x
e EnBD: Q(x) = 180
« EnDC: Q(x) = 180-200=-20

— Momentos: si reamplazgamos la carga repartida por una concentrada en el punto medio E obtendriamos
unapoligonal conquiebrosbajo Ey D (depurtosenlafigura2.23b). El efedodelacagauniforme & siavizar
en su dominio la poligonal mediante una pardbola de 2° grado tangente a aquélla en los extremos Ay C.
Las expresiones andliticas on:
*  ENnAC: M(X)= 140x-20.x%2
«  EnBD: M(x)= 180z= 180.(12-X)
 EnDC: M(x)= 180z-200,(z-3)= 180,(12-x) -200.(9-X)

Los gréficos correspondientes & muestran en lafigura 2.23b.
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Diagramas de esfuerzos de las vigas de lafigura 2.22 (problema 2.6.2)

¢) Paralavigadelafigura2.22c, lasreacgéones resultan V,= 45kN, H,= -100kN, Vg= 85 kN.

— Axiles: Lacargahorizontal exterior sevadiredamentea apoyo (produciendo H,= -100kN) por lo que no
causa esfuerzo axil alguro enlaviga.

— Cortantes:
* EnAC: QX)=-45
« EnBC: Q(X)= 85-20.z= 85-20(8-X)

— Momentos. Reemplazando la cargarepartida por una concentrada en el punto medio D obtendriamos una
ley paligonal conquiebrosbajo Cy D (detrazmsenlafigura2.23c). El efedodelacargarepartidaessuavizar
lapoligonal mediante unaparabolade 2° grado tangente aaquéllaen losextremos Cy B del intervalo. Las
expresiones analiticas on:

e EnAC: M(X)= 45X
»  ENnBC: M(X)= 85.z-20.7/2= 85(8-X) -10(8-x)?

Los gréficos de estos esfuerzos & muestran en lafigura 2.23c.
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d) Paralavigadelafigura 2.22d descomponemos la caga inclinada sobre C en sus dos componentes V= -50 kN,
H= 86,6 kN. Para d cdculo de V, conviene tomar momentos en B de todas las fuerzas aduantes, incluidas las de
BD. Lasreacédones resultan V,= 1556 kN, H,= 86,6 kN, V= 94,44 kN.

— Axiles:
* EnAC:N(X)=0
« EnCB: N(X)=-86,6
e EnDB: NX)=0

— Cortantes:
« EnAC: Q(X)=-1556
« EnCB: Q(X)=-1556+50= 34,44
e EnDB: Q=-30.z=-30(11-X)

—  Momentos: El tramo BD escomo unapéndiceen ménsulapor lo que su ley de momentos fledores es como
ladelafigura2.16d. Su efeco sobre laviga esel dellevar a apoyo B un momento negativo y una carga
verticd (esta Ultima desapareceinmediatamente bajo €l apoyo). Laley de momentos en laviga sera una
poligonal quebradabajo Cy elevada sobre el apoyo el valor del momento transmitido por laménsulaBD.
Las expresiones andliticas on:

e EnAC: M(X)= 1556.x
e EnCB: M(X)= 15,56.x-50(x-5)
»  ENnDB: M(X)= -30.2/2= -15(11-x)?

Los gréficos de estos esfuerzos & muestran en lafigura 2.23d.

Ensefianzas:
— En vigas biapoyadas, €l cdculo de esfuerzos empiezanecesariamente por €l de reacgones.

—  Convienedescomponer lascargasobli cuasenaxiaes(segunla diredriz) y transversales (normales ala diredriz).
—  Los«apéndices» son como estructurasindependientes, con sus leyes «locdes» de esfuerzos que transmiten
al resto de la estructura através de su «empatramiento mévil »; en cambio

e la estructura no transmite esfuerzos al apéndice

— Confirmalas ensefianzas del problema anterior y delatabla2.1..
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Problema 26.3: Masvigas biapoyadas
Determinar las leyes de esfuerzos de las vigas de la
figura 2.24.

a) Lo primeroescdcular lasreac¢ones. Dela cagapuntual,
2/10vanaparar a extremo Ay 8/10, d B. La cagarepartida
totaliza20kN y esta centrada: lamitadird a caa extremo.
El momento produce reacgones iguales y opuestas de
+M/L=%4 kN, hacia ariba en By hada abajo en A. Con
estosrazonamientos (o0 anulandolos momentostotalesen
AyenB) sellegaaV,= 10kN, Vy;= 30kN. Conlascagas
dadas y éstas cdculadas se ohtienen las siguientes leyes:

— Ley de esfuerzos cortantes (figura 2.25a):
« En A, contando pa laizquierda,
Q=-V,=-10kN.
e EnDyE el mismo valor, porque d

2.25
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T DAVWYIWWY B

;%7 £ C T G %ﬁ/
V; kN*In V;

4 2m4V14V2m 4V2m V14V 2m p;
a)
&
X 50 kN
N 20 kN/m B IS

A

~
Vi

momento no causa efedo en laley de , 4m ny Sm L
Q. En ¢ tramo AE d cortante es i T 5 g
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* En F, por laizquierda, Vigas biapoyadas del problema 2.6.3

Q= -10+5kN/mx4m= 10 kN. La
variadon entre E 'y F eslined, como
corresponde a una carga distribuida (figura 2.17d y tabla 2.1). También, por la derecha,
Q= V; -P5= 10kN.

* EnG, porladereda Q= V; —-Pg;= 10kN.

* EnG', por laderecha, Q= V= 30kN. Asi pues, en G setiene unsalto devalor Pg.

* EnB, porladerecha, Q= V= 30kN.

e Convieneencontrar el punto donde Q seanula. Viendo su gréfico en lafigura 2.25a se determina
que ssenC, x= 5m.

— Ley de momentos fledores (figura 2.25a):
e EnA, contando pa laizquierda, M= 0.
e EnD,M=V,x2=20kNxm. Lavariadén A-D" eslined, de epresion V,x. En D*, 20+40= 60.
En D hay unsalto de valor My= -40 kNxm.
 EnE,V,x3-My= 60kNxm. En D-E laley es paralela ala A-E; esla misma, interrumpida por
el salto del momento exterior.

. EnC, s reamplazanosmentalmentelacargadistribuidaen EF por una puntual en C, en este punto
resultaunvalor ficticio de 90 kNxm, con ley ficticia D*-C, lined (de purtosen lafigura2.25a).
En B, por laderecha, M= 0.

En G, por laderedha, V;x3= 60 kNxm. El tramo G-B eslined

EnF, por laderecha, Vyx3-20x 1= 70 kNxm. El tramo F-G estambién lined.

Con cargapurtual equivalenteen C, laley D*-E-C y C-F seriabili ned. Paratener en cuenta que
enredidadla caga esrepartida, sustituimoslaquebradaD*-C-F por unapardboade 2° gradotangente
enEyF alasredasD*Cy CG (figura 2.25a).

—  Buscaremosel momento fledor méximo enlosextremosy en el punto decortante nuo. Este @a d C, x= 5,
en donde, cdculando pa laderecha se obtiene M, .= 30x5+40-5x2x 1= 80 kNxm.
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Diagramas de esfuerzos de las vigas de lafigura 2.24 (problema 2.6.3)

b) Enlavigadelafigura2.24b, al apoyo Airan: 6/10dela cagapuntual, 2,5/10 delacargarepartiday M/L= 50/10kN.
Asi, por lacuentadela vigja o tomando momentostotalesen Ay en B debes encontrar V,= 60kN, Vy;= 90kN. Con
estas reac¢onesy las demas cargas exteriores resulta:

— Ley de esfuerzos cortantes (figura 2.25b):
* EnA, porlaizquierda, -V,=-60KkN.
. EntodoA-C, e mismo valor, porque no encontramos ningura caga en €l tramo.
. EnC', siguiendo pa laizquierda, saltamos a -60+50= -10, debido a encontrarnos la caga puntual.
* EnB, porladerecha, Vz= 90 kN.
e EnBD, € cortantedisminuiralinedmente por efedo de la cagadistribuida. Al llegar aD valdra
90-20%x5=-10kN.
* El punto de mortante nulo esta entre D(-10) y B(90). Asi pues en x= x,+DBx10/100= 5,5 m.

— Ley de momentos fledores (figura 2.25b):
*  Ene extremo A, por laizquierda, M= -M,= -150kNxm.
* EnA-Ccrecealinedmente por causade V, en C valdraM= -150+60x 4= 90 kNxm.
. EnC-D crecaalinedmentepor causadeV, y P.; en D valdra M= -150+ 60x5-50x 1= 100kNx m.
* EnB, por laderecha, M= M= -100kNxm.
e Siimaginamoslacargadistribuidaconcentradaen su c.d.g. E, en este purto el valor (ficticio) del

momento seriaVyx 2,5= 225kNx m. Enredidad, lacargadistribuidaredondealapaligonal C-E-B
(depuntosenlafigura2.25b) medianteunapardbolade2° gradotangenteadichasredasen D y B.

— Losvalores extremos del momento fledtor son:
» ¢l negativo, ~-150kNxmen el extremo A,
» ¢l positivo, el que resulte en e punto de mrtante nulo x= 5,5m (z= 4,5 m): por laderecha
M, = Mg+V;.2-0.2/2= 1025 kNxm.
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Ensefanzas:
— En vigas biapoyadas el cdculo de esfuerzos comienzadeterminando las reaccones de goyo.

— Hemosvisto las huellas de todotipo e cagas:
*  momento:
» nada enlaley de cortantes,
» sdto enlaley de momentos;
e cagapuntual:
» valores constantes en laley de cortantes
o con unsalto bgjo la cagade su valor,
» leyeslinedes de momentos,
o conquiebro bgjo la caga;
e cagadistribuida uniforme:
» cortante, ley lined;
» momento, pardbola de 2° grado tangente en los extremos a la ley que se obtendria @n
una caga puntual equivalente,
o conlacurvaturahadaarriba(si la caga eshada aagjo y representamos M* hada
abgj0).

— Hemoslocdizado los puntos de momentos fledores maximos y minimos entre:
e lospuntosde cortante nuoy
» losextremos delaviga.

Problema 2.6.4: Teorico

La viga biapoyada de la figura 2.29a soparta una sobrecarga ‘ °
distribuidaseginunaparabda de 2° gradode valor cero enlos WW
extremosyvalor maximo g, KN/menel centro. Sepideobtener las Y Y v‘iéB

expresionesanditicasydibuar loscroguisdelasleyesde esfuerzos ) ‘ :
cortantesy fledores correspondentes. x> L a)

4
7 T

i}t

El esfuerzo cortante en x sera (figura 2.29): v, Q(x Q(x)
00)=-V,+ [ () dz= z : )

L 4% X >
= d —
7o) e Ao qu

Siendolasobrecagaunaparabolade segurdogradoque pasapor
x=0yx= L, suexpresiénseradelaformaq(x)= A.x(L -X). El valor
de A se determina con la condicion de que q(L/2)= g, con lo que
resulta A= 4q,/L2 Lasreactones exteriores srén, por smetria

V,= Vo= Y2 &reade lapardbda= (1/2).(2/3).9,.L= q,L/3

= £—1+6£2—4£3 |
° L L L/3 | ¢
|
|
Comprueba que se cumple la simetria Q(L)= -Q(0)= q,L/3y ‘
QL/2)= 0 @/r/
& d)
El momento fledor en x sera (figura 2.29%): Mx) 5q,L*/48
_ z=x _ Figura2.26
M(x)= VAx_f;=o q(z)dz(x-2)= Vigay diagramas del problema 2.6.4

al 4,20 xt 4l x f x| (x)
37 12 12 3 1L \1) \1L
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Comprueba que M(0)= M(L)= 0. El maximo setiene en x/L= %2y vale 5q,L.%/48, o sealos 5/4 del producido por la
misma sobrecaga repartida uniforme (valor 2q,/3) (figura 2.20c). Nota que la caga distribuida parabdli camente
representa d 67% de la caga uniforme q, y produce & 83% de su momento flector, desproparcion debida aque
Se oncentra en la 2ona catral donde hacemés dafio.

Los graficos de Q(x) y M(x) se muestran en lafigura 2.29,d.

Este problema puederesol versetambién conrel ativasencill ezmediante @ procedimiento mateméticodelasecd6n §2.5.

Ensefianzas:
— Loscdculos de Q(x) y M(x) han puesto de relieve:
e Quelosesfuerzos resultan de
» de auili brar las cargas exteriores 0
> deintroducir por lacaradelaizquierdalas fuerzas y momentos que llegan por laizquierda
e gueQ(X) resultade sumar ointegrar unavezlas cargas transversales V(x) o q(x) desde un extremo
alasecdon, y
e que M(X) resultade sumar o integrar momentos de cagas transversales.

— Para d cdculo andlitico hemos usado das puntos genéricos:
e €l de wordenadaz donde adlala cagaq(z).dzy
* ¢l de mordenada x donde medimos el esfuerzo.

— Hemosredizado las gguientes comprobadones:
* de mntorno:
> Q(0)=-V, Q)= Ve
»  M(0)=-M,, M(L)= Mg
e desimetria
> Q(0)=-Q(L); QL/2)=0
o ¢ diagramade crtantes es antisimétrico
»  M(0)= M(L); M(L/2)= maximo o minimo
o ¢ diagrama de momentos es smétrico.
. de magnitud: el maximo momento esmayor que @ que habria resultado extendiendo la carga total
uniformemente
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2.7 Célculo de esfuerzos en porticos isostaticos

Novedad 1. Fuenteovejuna

El problema de cdculo de efuerzos no cambia mucho al pasar de vigas a pérticos, pero algo si que se complica
Haceunmomento, en §2.5 dedamos que las cargas se espedali zaban en sus funciones: |l as verticd es g(x)causaban
solo momentos fledores y cortantes; las horizontal es p(x)producian Ginicamente esfuerzos axil es. En porticos esto
yano es asi; todas las cargas producen de todg; peor ain: el efeco cambia de miembro a miembro, de forma que
lo que es cortante para d dintel serd ail paralajamba, y viceversa.

Novedad 2: evolucion de signos
Enpdrticosconvienerevisar € convenio designos. Vamosamantener ( l T} +

el delafigura2.7d perogirandosobreel contorno del partico, deforma %

gue un esfuerzo que es positivo en un miembro no cambie designo / \

"al darte media vuelta'. Lafigura 2.27 te muestra d convenio de [2\
esfuerzospasitivosa movertesobreunpértico, asi comola evolucion T

del sentido positivox* (que ajui deberiamosllamar s*). Losmomentos
fledorespaositivoscomprimen lafibra exterior del pértico; loscortantes

positivosharian grar larebanada entornoa ge z losaxil espositivos & \4

seran de tracaon. < & :

Ejemplo 27.1: Practico Figura2.27

El pértico delafigura2.28a esunaestructurauntanto extrafia, pero Convenio de esfuerzos positivos en paticos

vaaconstituir unvalioso ejemplo didadico paracdcular esfuerzos.
Como necesitamos conocer todas las cargas, empezanos obteniendo las reacéones. Tomando momentos en A:

~Vx1-4g,x1- H 2~ 1xtg60°F-M,= 0 = V,=-26,536 ¢
Por equili brio verticd:
V,= 4q,-Vy= 42,536 ¢.

Por equili brio horizontal: H,=H,=2t.

Lasfiguras2.28b-e muestran el despiecedelaestructuracon lasfuerzasenlosnudosextremos de cadaviga. Sehan
seflaladoconunasteriscolosvaloresconocidos (cargasexterioresy reacg¢onesde goyo). Losesfuerzosenlosnudos
se cdculan como las resultantes horizontal, verticd y momento de las cargas que |l egan por uno u otro lado. Asi,
por eiemplo, por el nudoE*, piezaEC (figura2.28d), cuyanormal exterior mirahadax™(hadael extremo A), entran
lascargasqueaduan en€l intervalo AE, quesonV,, H, y M,, produciendolassiguientesfuerzas (signosde acuerdo
con € criterio de fuerzas):

42,536
/|V1mi/1 ¢ 1/]1/1 ¢ 3 072134144
g M=10tm 39,0724
G E ¥
o 42536 42 536 134,144
2
Haf‘ H=2t d)
*
<t p| €7
v 42, 536*
=4 t/m o 16 t (total)
VYVVVVVVVN . VYVYVVVYVVV. | 138,144
B C 7 B
@, \1/ 138,144
/T\VR ? 26536* ¢ 2,536 42,536

Figura2.28
Pértico del gjemplo 2.7.1y esfuerzos en los nudos
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H=21¢
V= 42,536 ¢
M=-42,536x3+2x1,732-10=-134,144 txm
Por & nudoE", piezaGE (figura2.28c), como su normal exterior mira ensentido 39,072 134,144

X", hadaB, entran las cargas del intervalo BE, V;, g, ¥ H,, produciendo:
H=-21¢
V=-26,536-4x4=-42,536 ¢
M= 26,536x4+4x4x2-2x2= 134,144 t<m
Observa que estas fuerzas son iguales y contrarias (0 no habria eguili brio);
concdcular lasdeunladotienes sificienteperosi cadculaspor losdos, puedes
comprobar.

De manera semejante obtienes lasfuerzasen losnudos Cy G que seven en
lasfiguras 2.28d-ey b-c, respedivamente. Puedes comprobar que todas las
piezaquedan enequili brio. A partir deagui, |asleyesde esfuerzos son como
en unaviganormal despuésdeobtener lasreactones. Asi sell ega a osesfuerzos
delafigura2.29. Enlasvigas orientadas segunlos g es, | os esfuerzos axil es
y cortantes salen diredamente delas cargas en los extremos. Ademés, en las
vigas que concurr en ortogondmente en unnudg €l esfuerzo axil en unade
ellasesd cortante enla atra, yredprocamente—s no hayunacarga api cada
en el nudo— Cuandolasvigasque concurren no son ortogonal esresultamas
dificil percibir el equili brio necesario. Enlavigainclinada, hay queproyedar
sobre ladirecdon delapropiavigay sobrelanormal. Asi, los esfuerzo en
G son:
O;-= 2c0s30°-42,536sen30°=-19,536 ¢
N;-= -2¢0860°-42,536sen60°=-37,837 ¢

En este cao para obtener el cortante es més fadl derivar el momento:

MG
QG—:_—_:_19,536 t
A

Ensefianzas:

T

a)

%

\w

4

138,144

19,536

42,536

Ay 1

:

26,536

37,837

b)
42,536

>

42,536

o

Figura 2.
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Leyes de esfuerzos del partico

del gemplo
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Este jempl o, muy didadico, noshaservido para mnocer lamecénicadel cdculo de esfuerzosen unparticoisostético.

Hemos sguido los dguientes pasos:

— Calculamos las reaccones exteriores, paratener todas las cargas aduantes.

Calculamos las fuerzas en los nudos por cualquiera de los dos lados:
e bienlas que entran por la caracon normal X*, que son las cargas exteriores stuadas en la zona
alaque guntax®,
» bienlas que entran por la cara con normal X, que son las cargas exteriores situadas en la zona
alaque guntax,
e 0 hien por ambos lados, para momprobar que son iguales'y contrarias.

Con las fuerzas nodales obtenidas s encuentran los esfuerzos en cada viga:
» diredamente auando las vigas estan orientadas sgunlos ges, 0
e proyedando, si hay vigas inclinadas,
» segunladirecddn delaviga, para é axil, y
» segunlanormal a eje delaviga, para d cortante; sin embargo,
» ¢l cortante sale también diredamente derivando la ley de momentos.

Los resultados han de ser continuos en los nudos:
e ennuosa9C losvalores del axil y del cortante se intercambian,
» s no hay cargas puntuales aplicadas en €l nudo;
e enotrosnudosla continuidad es en componentes x ey de los esfuerzos, pero
e s hay cargas 0 momentos puntuales aplicados en €l nudo, se producira d salto correspondiente
en laley de esfuerzos.
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Figura2.30
Estructuray diagramas del ejemplo 2.7.2

Ejemplo 27.2: Filosofico

Determinaremos las leyes de esfuerzos en €l paértico triarticulado de lafigura 2.30a (rétulasen A, By C). Soparta
cagasrepartidasde5kN/m por unidad ceproyecddn haizontal, y una cagapuntual en C. Enlafigura2.30b anotamos
las dimensiones relevantes que luego necesitaremos.

jCuidado con €l tipode argarepartida!l

Comencemosadarandolostiposde cagarepartidaque sepueden considerar. El peso propio delaviga esproparcional
asulongtudred: P, = 8q, siendoq, el peso delavigametrode longitud red s. Una sobrecagade nieve g, KN/m
quelepudieraafedar seriaproparcional alasuperficiequecubrelaviga, devalor total P, = 4q,. Lacargarepartida
dada enlafigura2.30a esdeesteltimotipo, devalor total sobrecadavigadel pértico de 5kN/mx 4m= 20kN. Cuando
trabajar conestetipo ce cagaproduzcadificultad, |o me or serdpasarlaa cagapor unidad delongitud red multi pli cando
su valor por € cociente longitud proyedada/ longitud red. Asi, nuestra carga total de 20 kN se convierte en una
g,= 20/8= 2,5 kN/mrepartidapor unidad delongitud red. A suvez, éstaladescomponemosen unanormal alaviga
g,= 2,55en30= 1,25kN/my enotra akid p= 2,5c0s30= 2,165kN/m(figura2.20c), todasell aspor unidad delongitudred.

iEsisostétical

Necesitamos empeza descubriendo que la estructura es isostatica—y aprenderlo para siempre, porque € pértico
triarticulado es una estructura muy freauente—. En 8§6.1 aprenderas esta casuisticade unavezpor todas; aqui sdlo
necesitas saber que larétula, que no resiste momento fledor, te da una eauadon pseudo-estaticaque, sumadaalas
tres(1.1-3) delaEstaticatevaapermitir cd cular lascuatro reacéones delaestructura. Cual quier rebanadaquesufra
un momento flector M lleva en sus caras opuestas momentos exteriores+M y -M |, total cero. En larétulano solo
el momentototal sinotambiénel fledor tienequeser cero, asi quetienesundoblecero, por laizquierday por laderecha.

Célculo de reacciones

Lasimetrianos permite determinar que lasreacgonesverticdesvalenlamitad delacargaverticd, V,= Vy= 25kN.
Si no hubierasimetria, lasdeterminariamostomando momentostotalesen By Arespedivamente. Larétulanospermite
determinar Hy anulando el momento flector en C:

V x4+H,x6,928-20x2= 0 = Hy=-8,661 kN

El tercer término de la ewiaddn corresponde ala caga repartida total supuesta cncentrada en el punto medio de
laviga. Esimportante notar que en los pérticos las cargas verticales pueden prodicir reaccones horizontales.
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Obtencidn analitica

Con lasreacctones cdculadas y sabiendo que la estructura esisostética, podemos ya determinar los esfuerzosen la
vigaCB (queseranigualespor simetria alosdelavigaAC). Lasexpresionesqueseobtienenconlascagasaladerecha
de la secddn x son (proyedando sobre los gjes &, 77 de laviga):

N(x)=-(V5-q,x)c0s30°+Hysen30°= 4,330x-25,981 kN
O)= (V3-g,x)sen30°+ Hyo0s30°= ~2,5x+5 kN

2
M(x)= VBXx+HB><y—qxx7= 25x-8,661xy/3-2,5x%= 10x-2,5x> kNxm

Convieneobservar que Q(x)#-M (X) por dosrazones: (i) lacoordenadax no esladiredriz delapiezay (i) no crece
hadaladerecha, por lo que el signo deladerivada cambia. Con losresultados anteriores podemos dibujar lasleyes
pedidas. Y asi lo hacanosparalosesfuerzosaxil esenlafigura2.30d. Paralosesfuerzoscortantesy flecdoresesmejor
entender qué eslo quetienequesdiry pintarloa priori, sincuidarnosmucho delo quepredicenlaseaiadonesanteriores.

Obtencidn fil osdfica
Las vigasinclinadas, biarticuladas, que redben diredamente una caga repartida, no tienen ningura opcion sobre
como resistirla:

— Lacarganormal latendran queresistir exadamenteigual que laviga del ejemplo 24.5: desarrollando una
ley de momentos fledores en pardbola de 2° grado con méximo ¢, L?/8=1,25x8%8= 10kNxmy unaley
de oortanteslined entre los valores +q,L/2=+5 kN en los apoyos (figura 2.30e).

— Lacargaaxial laresistiran conduciéndolaa Gnico apoyo que laresiste (figura 2.30g), exadamente igual
gue ladel ggemplo 24.1.

Lasreactonesdeestascargaslocdeslastendraque sopartar el conjunto estructural (figura2.30f). Asi pues, lasvigas
ACy CB redben cargas por dos conceptos:

— lasqueles caen direcdamente encima, que aqui les producen los esfuerzos axil es, cortantes y fledores que
acadamos de cdcular como vigas aisladas, (figuras 2.30e-g) y

— lasqueredben indirecdamente por formar parte del conjunto estructural. Estas on:
» la cagapuntual de 10kN sobre d nudo C, (figura 2.30h)
» lasreacdéonesde5 kN que las vigasindividuales transmiten al conjunto (figura 2.30f).

Descomposicién vedorial

Es muy importante saber que unacargaen unnudosetransmite alasvigasquelo formandeacuerdoconlaregla
del paralelogramo (figura2.30h): 2Nz c0os30°= V.= 10kN. Nz = 5,774kN. Obtenemos la contribucion de cada
viga proyedandola fuerza en la viga sobre d nuda

Resiste por axil cuando puede

Esimportante mnocer estemétodo dedescomposicidndefuerzas eglnlasvigasque oncurrenenel nudo para entender
como trabajan las estructuras: preferiblemente atracddn-compresion si tienen lamas minima opartunidad (como
hacemos nosotros cuando nos |llevamos a la cabezao sobre los hombros |as cargas pesadas, jamas alejandalas de
laverticd paraqueno nosproduzcan flexionesni momentosdesestabili zantes. L acantidad demomento que nuestros
pies pueden transmitir a suelo esta limitada por el tamafio del zgpato y es mayor hada adelante que hada &rés).
Lapruebade este principio seobtiene cdculandolasreactonesdelacargapuntual (figura2.30h): paraqueno haya
momento en larétulalas reacéones en los apoyos se deben sumar de forma que laresultante lleve ladirecddn de
laviga.

Ademas de la cargapuntual de 10 kN sobre el nudo C, las reacéones de lavigaque en él concurren (figura 2.30f)
sesuman vedorialmenteparadar otros5kN de cagaverticd. Asi pues, al axil quelellega alavigaCB por colaboradén
indiredaes1,5vecesel cdculadoenlafigura2.30h: 1,5x5,774= 8,661kN que es predsamentelacantidad de axil

quefatabaenlafigura2.30g paradar laley delafigura2.30d. jL osresultados matematicosy fil 0s6ficos coinciden!

S6lotequedacomprobar quelasreacéonesdeapoyodelafigura2.30i, en gjesdevigaCB, sonlasmismasohtenidas
antes en 10s gjes cartesianos x-y.
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Ensefianzas:
Este gemplo nos hailustrado sobre la forma de trabajar de las estructuras. Hemos aprendido muchas cosas:

— A considerar las cargas repartidas:
e por unidad de longitud de viga
e yporunidad de proyecaon,
» apasar deunasaotras, y
e adescomponerlas en normalesy axiales.

— Quelos porticos triarticulados $n estructuras i sostéticas muy comunes.

— Queenlarétulas el momento fledor tiene que ser cero, lo cual proparciona una eauad6n pseudo-estética
adicional;
* enlosdemés puntos 1o el momento total es nulo.

— Queenlos porticos se producen reactones horizontal es aunque las cargas exteriores sean solo verticaes.

— Acdcular esfuerzosmateméticamente, proyedandolasfuerzasquell egan pa unlado ¢k la estructura sobre:
» ladiredriz, paraobtener e axil,
e lanormal, para obtener €l cortante,
o multi plicandolas por sus distancias para obtener el momento.

— Que paraque se awmplaQ(x)= -M (x) es predso que
e la mordenadax sea ¢ espado sobreladiredriz delaviga, y que
e susentido paitivo sea ¢ correco.

— A cdcular los esfuerzos fil osoficamente sabiendo:
e guelasvigasintegrantes de estructuras isostaticas 1o pueden transmitir sus cargas a conjunto
estructural como |lo hacen las biapoyadas o las ménsulas, y
e quelas cagas en los nudos se conducen a las vigas descomponiéndase de aauerdo con laregla
del paralelogramo de suma de vedores.

— Que d ededicismo es muy pradico en esta asignatura:
. el cdculo del esfuerzo axil fuemuchoméas faal por el método analiti co (figura 2.30d); mientras que
. €l cdculo de losesfuerzoscortantey fledor fue inmediato pa € método «fil osdfico» (figura 2.30€).

— Quelosesfuerzoslesllegan alas vigas por dos caminos:
» diredamente, por cagles encimay transmitirlas al conjunto estructural, e
» indiredamente, por formar parte del conjunto estructural.

— Quelosesfuerzos on la sumade:
» losdeviga dadada, isostatica, mas
» losdeinteracdon del conjunto (freauentemente hiperestéticos, aunque no en este cao)
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Ejemplo 27.3: Tebrico

Vamosacdcular losesfuerzosen el arco sometidoapresion hidréstéticaque
yavimoslafigural.7. El cdculo de esfuerzoses diferente del dereaccones
de empatramiento (81.1) stloenel hedho deque dli l asreacéones £ cdculaban
sobreunpuntofijoy aqui cd cularemos|os esfuerzos sobretodcs| os puntos:
sobreuno genérico. Esimprescindiblereanocer quenecesitamosconsiderar
dos puntos genéricos:

— ¢l de atuaddn de la caisa (carga, de wordenada w) y
— el demedida del efedo (esfuerzo, de mordenada ¢)

como ya hicimos en el g emplo 24.5:

N(p)= f“’:“/zp(w)sen(w—(p)ds= pR2f"’:“/zcoscosen(w—(p)dw= %pR2
@=¢ 0=

®
()= —f(o:“/zp(o))cos(w -@)ds=-pR?

=@ =@

w=7/2

M(@)=~ [ *"p(@) Dl ~g)ds=~RN(9)= -0 R*

cos@p +( Q- —) seng

Esfuerzos

Rcos w

Figura2.31
Arco sometido a presion hidrostética
del gemplo 2.7.3

cos@ +( Q- g) seng

cosw cos(w - @) dw = - %pR Am-2¢)cose

T

2

Esprudente mmprobar losresultadosenlospuntosen quelosesfuerzos on conocidos. Encontramosque, efedivamente,
en el empatramiento ¢= 0 coinciden con los de las reacéones encontradas en el gemplo delafigural.7, y en el

extremo ¢= 77/2 son todos nulos.

Ensefianzas:

Emeste gemplo no noshaquedadoméasremedio que aoli car el procedimiento analiti co. Nosharecrdadolo siguiente:

— El esfuerzo axil resultade sumar o integrar las proyecdones sobre latangente ala diredriz de las cargas

gue llegan por uno u otro lado ce lasecddén.

— El esfuerzo cortante resulta de las proyecdones de las mismas cargas brelanormal,
. s en unesfuerzo multi plicamosla cagapor unseno, en € otro lo haremos por un coseno, y viceversa,

» aunque también hay que auidar €l signo.

— El momento fledor eslasumao integral delos momentos estaticos delas cargas que llegan por uno u otro

lado celasecdon,
e producto delasfuerzas por ladistancia

» medida ortogonamente ala direcdén de lafuerza

— Lascaaderisticas de la presién hidrostéticason (visto en §1.1):
e Que sspropaciona ala profundidad,

» con coeficiente de proparcionalidad el peso espedfico p,

e ysiempre ortogonal a paramento.
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2.8 Problema inverso: dados los esfuerzos encontrar las cargas

M étodo

Por problemainverso entendemos aquél en que nos dan laley de momentos flectores de la estructuray nos piden
las cargas adtuantes. Resolver estetipo de problemas es bastante masfaal que €l de obtener lasleyes de esfuerzos.

Sigue los sguientes pasos:

1) Colocamomentos exteriores ali donde laley de M; muestre un salto (tabla 2.1).
» El signo del momento M colocado debe ser contrario a del salto: M= -[(M; (X" ) -M(x)].
2) Derivavisuamentelaley de M,. Obtendras asi laley de mrtantes Q. (Date aienta de que partiasde - M,
por lo a derivar visualmente no tienes que canbiar €l signo, resulta Q= d(-M; )/dx.)
e Coloca cagas puntuales P alli donde laley de Q muestre saltos.
» El signodecadaP debe ser el contrario a del salto: P=-Q[(x")-Q(x")], positiva mn
el sentido cHl ge+y.
3) DerivaQ visuamente. Obtendras asi laley de ,y
cargas normales —((x), positivas hada ariba.
Reauerda que:
— la derivada de unareda es una onstante, la
tangente de su anguo deinclinadon: Of—

. positivasi vadel cuadrante3a 1 (o a

revés),
. negativas vadel cuadrante2 a 4 (o a

reveés);
— laderivadade una parabalade 2° grado es una
reda. Si la pardbola parte del vértice su
inclinaaénencualquier punto Aesel dodeque
ladelacuerdaOA (figura2.32); odicho deotro
modo, latangenteen A cortaal gjexenx/2 (sdlo
cuando el gex eslatangente en € vértice O).

Ejemplo 28.1: Vigas

Vamos a determinar las cargas causantes de la ley de
momentosfledoresdelafigura2.33a (lasparabolasson
de 2° grado).

Paso 1. Laley deM; presentatressaltos: en A, deOa- 10,
luego M, = 10 mxt; en C, €l salto esde 0 a 10, luego
Mc=-10 mxt; en B, tenemos un salto de 20 a 0, luego
Mg= 20mxt. Estascargassemuestranenlafigura2.33p.

Paso 2 Laley demomentosfledores ederivavisua mente
delasiguiente manera. En el tramo AC laderivada sera
lined desde d valor quetengaen Aaceroen C. Por lo
dicho haceuninstante, latangente en A cortaal gjex en
el punto medio de AC, como se ha indicado en la
figura2.33a; suinclinadon, negativa, esel dobequela
delacuerda: 2x10/5. En CB todosucede igual pero con
credmiento contrario (figura2.33c). Salen sdtosen los
dos extremos por 1o que colocamos cargas puntuales en
ellos, con los valores opuestos (figura 2.33d).

Figura2.32
Propiedad de latangente ala pardbola

£ QDQ, @) b) 20

z c B g‘ N\ *‘)

‘vMoo = w & 210 ‘-jlomn
pm oy 5y 4t

s d)
|
(%)
0,8 t/m 0,8 t/m
N
¢  _08tm 0,8 t/m D

A ADMMAY

T%Md v

10 tx

Figura2.33
Obtencidn e las cargas del gemplo 2.8.1
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Paso 3. Derivamos laley de Q's delafigura2.33c. En AC la pendiente es positivade valor 4/5, y en CB, opuesta
(figura 2.32¢). Por tanto en AC, q(x)= -0,8 t/m (hada &ajo) y en CB (figura 2.33f), q(xX)= 0,8 (hada ariba).

Isostéaticas, siempre

Lafigura2.33g muestrareunidastodas cargasencontradasen lospasos sucesivos. Estemétodo poparcionalascargas
aduantes sin diferenciar entre las que son acdonesy las que son reacgones exteriores. Es dedr, las cargas de la
figura 2.33g podrian corresponder tanto aunaviga empatrada en A (con reaccones V,= 4, M,= 10), como auna
viga enpotrada en B (con reacéones Vg = -4, My= 20), como aunaviga biapoyada (con lasreacéonesV, y Vg
dichas); podria mrresponder a aalesquiera sustentad6n isostética

Hiperestéticas, excepcionalmente

Mentiria, por ggemplo, quien dijeraquelaley de M, delafigura2.33a corresponde aunavigabiempotrada, porque
dichaley de momentosproduceungiro relativo entrelos extremos que lasustentad én mencionadano permite. Diria
verdad, en cambio, por puracasualidad, quien afirmaraque crresponde aunaviga anpotrada en Ay apoyadaen
B. Pero esto no vas a saber determinarlo hasta que grendas a cdcular movimientos en el capitulo 4.

Ensefianzas:
Ver los dos primeros apartados del Resumen al final de esta secaon

Ejemplo 2.8.2: Pértico 3] A ,\9
Determinar lascargasqueactiansobre d pértico cuyaleyde momentos C E’f/ EE
fledores £daen lafigura 234a. e % %

A @) 2 mxt Z B
Paso 1. Los saltos en laley de momentos fledores en los extremos A . 4 , 4m 7,
y B nosobligan acolocar en dichospuntoslosmomentosexterioresque % 555

se observan en lafigura 2.34c. :

o~
Paso 2. Laspendientesenlaley de momentosnosdanlaley de wrtantes \? 375 @
de lafigura 2.34b. En las vigas verticdes para atinar con los signos é '@' ’ &

conviene girar €l papel de modo que la viga quede horizontal y los b) N
momentosfledoresconsideradosnegativos, por encimadeladiredriz. 375 9t

Asi sedeterminael signo delapendientey el correspondiente signo del A \1, &25
esfuerzo cortante. A continuadon colocamoscargaspuntudesalli dorde  0.667<5 D E%5.333
hay saltos en laley de aortantes (figura 2.34c). J

Lascargasverticdes que colocanosen losnudosCy E (figura2.34c) 0,667 J Imxt 9 @-W ;333
podrian estar stuadasen cualquier punto de ACy BE, respedivamente;

lo mésprobable esqueseanlasreactonesen Ay B. Iguamente, lascargas 7mxt
horizontales en C y E pueden ser una Gnica de 4,667t colocada en Figura2.34

. , Estructuray di del problema 2.8.2
cualquier punto del dintel. fucturay ciagramas del probiema

Ensefianzas
Ver € tercer apartado del Resumen a @ntinuaaén.
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Resumen:
—  Hemosdescrito unprocedimiento sistematico deencontrar las cargas aduantes sbre una estructura cuando
se aonocelaley de momentos flectores que producen. Procedimos asi:
e Colocamos momentos puntuales en los lugares donde habia saltos en laley de momentos,
» consigno contrario al del salto.
» Derivando visualmente laley de momentos, obtuvimoslade artantes;
» no cambiamos €l signo paque ya partiamos de —M(x),
» usamoslapropiedad de que laderivadadelapardboaen unpunto esdobe que ladela
cuerda
» Colocamos cargas puntuales en los lugares donde habia saltos en laley de @rtantes,
» consigno contrario al del salto,
» positivas hada ariba
e Derivando visualmente laley de cortantes obtuvimos lade —q(x)
» cambiamos el signo y colocamos las cargas q(X),
o postivashada ariba.

— Lascargas encontradas incluyen exteriores y reaccones, sin discriminadaoén,
» vaen para awalquier sustentadon isostatica,
* novalen, en general, para sustentadon hiperestética,
» habriaque comprobar la cmpatibili dad en movimientos (capitulo 4).

— Ené€l caso departicos:
* aparecen ciertas indeterminadones ohbre laposicion exada de las cargas axil es;
e paraorientarnos con los signos de las barras inclinadas, conviene girar €l papel de modo que las
veanos:
» horizontales
> y demaneraquelosmomentos considerados negativos queden por encima de la diredriz.






3 Tensionesy deformaciones

3.00Dbjetivosy contenido

Objetivos | Contenido |

General:
— Aprender adeterminar lastensionesy defor maciones producidas por :
o esfuerzosy
* variacionestérmicas
en una rebanada elemental de viga, y conocer las hipétesis bajo las cuales £

determinan.
Espedficos:

— Entender qué son las tensiones 'y saber que hay de dostipos: normalesy tangenciales 831
— Saber que las tensiones van indisolublemente unidas a sus correspondientes

EfOrMAGONES . . . . ottt e e e e . 832
— Conocer lareladén entre tensiones y deformadones en nuestro material «oficial». . . §32
— Saber que nuestro material «oficial» es el de Hookey conocer sus caaderisticas. . . . 8§32
— Saber que la causa Unicade lastensiones onlosesfuerzos. . .. ................. 833
— Saber que las resultantes de las tensiones que d&edan a una secdon son los esfuerzos

guela quzen (22definicionde esfuerzo) . .............c i 8§33
— Saber qué tensidnes producen los esfuerzos axil y fledor y como se reparten en la

secaon:

e conocer laférmulade Navier y su rango de validez

» conocer las hipétesis que llevaincluidas,

» saberla glicar incluso en secdones discretas y no homogéness;
» saber obtener tensiones cuando laférmula de Navier no es aplicable;
e saber qué esel nicleo central de unasecddny aprender a determinarlo.

e saber como podemos corregir las tensiones introduciendo pretensado . . . . . 8§33
— Saber qué funcion redi zan las tensiones tangenciales y qué esfuerzo las produce. . . . 834
— Aprender qué reladones hay entre tensiones tangenciales ohbre planos ortogonales. . 834

— Conocer laférmulade ladistribucion de tensiones tangenciales en ura secaon:
e lashipdtesisen las que se basa,
» ¢l equilibrio con las tensiones normales,
e susdiscontinuidades en las uniones ala-alma,
e donde seda & maximo (en las cdones ensatas),
» ladobedistribucionenlasaas . ............ .. ... i, 834
— Saber qué deformadones hay y qué esfuerzos las producen. Saber aplicar las férmulas
de las deformadones por
»  axily
> fledor . . 835
—  Saber quétipos de deformaaones produce una variadon térmicay saber determinarlas:
e paraunadistribucion lined sobre d canto, y
e paraunadistribucion nolined sobre d canto, y en este cao
» saber obtener lastensionesinternasqueresultan . . ............. 8§3.6

Adicionales:
— Adaquirir soltura en la determinadén de tensiones y deformadones en ura secaon
producidas por:

» esfuerzos,
* variadones térmicas,
e pretensado

incluso cuandono es aplicable laféormulade Navier. ......................... 8§37
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3.1 Conceptos de tension: total, normal y tangencial

Concepto intuitivo

Si tu peso haceque te hurdas en la nieve, tratards de solucionalo colocando una raguetas bajo € cdzado para
aumentar la superficie de contaco. Lo que estaras hadendo es repartir tu peso sobre un areamayor de manera que
latension resultante, fuerza repartida sobre unasuperficie, ssa«admisible» paralanieve.

Tension total

En e capitulo anterior veiamos los esfuerzos como las cargas que
fluyen através de la superficie entera de unasecdon. Ahoravamos
afijarnos en unasuperficie de material resistente mucho mas peque-
fio que lasecddn: una«peca en su superficie, de dreadA. A través
delapecapasara sdlo unaciertacantidad de fuerzaAF (figura3.1),
gue serd un ente vedorial, con magnitud, direcdén y sentido. Se
define como tension total sobre la pecala magnitud vedorial

(3.1-1) f= lim ==

Componentes oy ©
Las dimensiones del vedor t (tension total en AA seran las de una
presion, fuerza/superficie. El vedor t llevara cuaquier direcaodn.

Podemos descomponerlo en dos componentes: una segiinlanormal Figura3.1
n alasecdodn, llamadatensidon nor mal, que denotaremos con o, y Concepto de tensién total;
otra contenida en el plano de la secddn, que llamaremos tension componentes normal y tangencial

tangencial y designaremos con t (figura 3.1). Naturalmente:

(f.R)7A

Ql
1]

(3.1-2)

T=t-0

Las dimensionesde o y T, los dos vedores en que hemos descompuesto t, son también FxL ™2,

Esfuerzos

Asi pues, igual que através de la caraenteradelasecddn fluyenlosesfuerzos N, Q y M, através de cada pequefio
elemento de la misma cara pasaran las componentes ¢ y T de la tension total t correspondiente a elemento.
Naturalmente, sumando (integrandg las contribuciones de cada o4A, t4A resultaran los esfuerzos. Si en el
capitulo anterior nos interesamos en los esfuerzos como resultantes de las cargas que entraban por unlado e la
secdon, en este caitulo nos ocuparemos de | os esfuerzos como resultantes de los "paquetes’ detensiones oy .

Siguiendo con €l simil hidrauli co, unesfuerzo (tal como N kil onewtons de axil sobre unasecdon) escomo el caudal
Q m®/seg que pasapor unatuberia de didametro D metros. Lastensiones son como & caudal por unidad de areg esto
es, lavelocidad en cadapunto: Q/(0,25. 7.D?) m/seg si fuerauniforme. Sumando (integrando) lasvelocidadesen cada
punto reacbramos Q.

Resumen:
— Lasfuerzas (kil onewtons) gue cruzan unasecdoén (de &reaen m?) sereparten por ellaen forma de tensiones
(kN/n?) normales a dla o o tangenciales .

— El reparto exigird que la cantidad total, suma o integral de las tensiones en el &reade lasecadn, seaigua
alos esfuerzos que las causan.
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3.2El material dela Resistencia de Materiales

Deformar se pararesistir

Entre una estructura descargada y 1a misma estructura cagada debe de haber algura diferencia. Algo tiene que
suceder en su interior para que pase de una situadon a la otra; en suma, para que la estructura movili ce la energia
suficiente para resistir. Lo que una estructura haceal ser cargada e smilar a lo que haceun gjército atacalo:
replegarse aposiciones de defensa.

Como & muelle

El fendmeno no es tan desconocido como pareceen principio. Todos hemos apretado el muelle de un bdigrafo y
experimentado como se repli ega hasta encontrar una pasicion cuyaenergiael dsticale permitahace frentealacarga
exterior. Pues bien, e comportamiento del humilde muelle es muy similar a de lamés fisticada estructura: para
resistir tiene que deformarse. Esto es asi hastael punto que s unaparte delaestructurano esta deformada podremos
acusarla de "escagueo”, escurrir € bulto, no colaborar aresigtir. *

Asi pues, para entender como resiste una estructura es predso saber cdmo se deforma. En € fenémeno de la
deformadon van aintervenir dos persongjes. el material de que esta compuesta la estructura 'y la geometria de la
misma, o forma e que dicho material estarepartido.

El cuerpo, conocido
El cuerpo a que aplicamos nuestra dencia menor eslaya cnocida pieza prismética (82.1).

El material de Hooke

También para hace el estudio fadl, en Resistencia elegimos un
material con buen comportamiento: postulamos que e homogéneo,
isotropo, elésticoy lined. Homogéneo, porqueno queremosquetenga
defedos como agujeros de termitas que hagan cambiar sus
propiedadesde unpunto aotro. | sétropao, paraque sus propiedadesno
varien conlaorientaddn, y no tener que preocuparnosdes lascargas
lo atacan por €l flanco o por laretaguardia. Elastico, paraque al reti-
rar la carga se quede como s nada hubiera sucedido, porque no F<<

gueremos investigar su nebuloso pasado. Lineal, para que adole
esfuerzo le corresponda dole tension; si no, nos volveriamos locos L . . X
con loscdculos. A este material lellamaremos hodkiano, porque fue , L+AL=L(+e) ,
Hooke quien lo "invento". 7

F o=F/A
Diagrama F-AL
En Resistencia lo Unico que nos interesa saber de un material E
hookiano es su madulo de elasticidad E. Veanos como se determina
experimentalmente. Coges una muestra (probeta) cilindrica del b 19
material, con una reladén didametro/longitud mayor que la de un >AL >
spaghetti y menor que la de una moneda. La estiras (0 comprimes) ! e=ALL
con una fuerza F sobre las caras planas, que aumentas lentamente Figura3.2
(figura 3.2a). Mides € aargamiento (o0 acortamiento) AL de la Comportamiento del material de Hooke
generatriz que se produce para cada valor de F. Lo dibujas en un
gréfico. Como el material debeser lined, teresultardunalineareda(y si no, lo trucas). Asi construyeslafigura3.2b.

Diagrama o-€

Ahorabien, losresultados de lafigura 3.2b no los puedes vender porque dependen mucho de las dimensiones de tu
probeta. Antes delanzarlos al mercado los normali zas para no tener que dar muchas expli cadones de cémo fueron
obtenidos. La cagaF ladivides por €l areadel circulo sobre €l que adUa, como si se distribuyera uniformemente
sobre él (que es casi verdad). Al resultado le llamas tension normal o, cuyas unidades son FxL 2 El alargamiento
AL lo normali zas dividiendo por la longitud L de la probeta y obtienes el alargamiento pa unidad de longitud

1 Veremos, sin embargo, que ésta no es laforma habitual de proceder de las estructuras; antes bien: 1o normal es que cala parte wlabore en
lamedida de sus posibilidades, de manera mucho mas ocial o solidaria que € injustamente llamado homo sapiens.
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(unitario) que designaspor €, cantidad adimensional. El grafico ni te molestasen tocarlo, sblolecambiaslasescdas
delos ges (figura 3.2c) y avenderlo.

E=ole

A tus clientes lo les va aimportar la pendiente de lareda, o fador de proparcionalidad entre latension y la
deformadon. Lellamaras E, mddu o de elasticidad paralos amigos, médulo de Y oungparalos snobs. Susunidades
son las mismas de o (porque € es adimensional). Aunque el valor ha sido obtenido de un ensayo tensional muy
simple, todoel mundolo utili zardal egremente parareladonar tensiones con deformadonesen lascircunstanciasmas
diversas.

(3.1-3) 2-E (constante)
€

Te pregurtards con razdn s no estaremos usando un material cuyo comportamiento en nada se parece & de los
materiales redes, con lo cual nuestra bella disciplina caecea de glicaddn pradica Pues bien, no: (i) Todcs los
materiales se comportan como hookianos hasta un cierto limite, llamado limite de proparcionalidad. (ii) Es
conservador mantenernos dentro de él, porque alin nos queda una buena reserva de resistencia, que en otras
asignaturas (cdculo nolined, plasticidad) aprenderés a cdcular. Debes tener claro, no obstante, que (iii) nuestra
Resi stencianos daunaprimeraaproximadon del fenémeno resistente, algo asi como el primer término del desarroll o
en serie de Taylor. Parece pues, natural quedarnos 1o con € primer término del desarrollo de of €).

Ejemplo 32.1: Deformacion limitada

Unabarra de’5 mdelongtudy 10 cn? secdon, de acero (E= 2x10° N/cm?), va a
ser sometida a unafuerza de tracdon P credente. Sn embargo, un obstaculo
impide que su dargamiento exceala ce 1 cm (figura 3.3). Se pide: ~ H

a) Determinar la maxima tensién que puede alcanzar €l material dela bara.
b) Determinar la maxima carga que puede redbir la bara.

¢) Explicar qué sucede s dela bara se aielga unacarga mayor.

e -
a) Lamaxima deformaddn posible en labarra es: % )
< =
e= AL_ 001_ 5 443
L 5
Laméaxima tension correspondiente serd o= Ex e= 40.000 N/cr?. e

b) La cagaméximaP que sentira labarra es oxA= 400000N= 400kN.

B
of
I

¢) Si delabarrase welgauna caga P de mésde 400kN, los primeros 400kN se

consumiranen aargar labarratodolo permiti do; el resto noloredbiralabarrasino Figura3.3
gue seratransferido al obstaaulo que limita d alargamiento. Barradel gemplo3.2.1
Ensefianzas:

— El gemplo pae de relieve que:
e paraque se produzcaunatension se tiene que producir su correspondiente deformadon;
» s ladeformaadn de uncuerpo estalimitada:
» estalimitadalatension que sufre,
» v, por ende, estalimitado el esfuerzo queresiste;
o lacaganoresistidaira d obstdaulo que limitala deformaaén
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Resumen:
— Paraque un cuerpo resista tiene que deformarse: si no se deforma no trabaja, y redprocamente (excepto
en el caso térmico).

—  Lacantidad dedeformaa én dependedelageometriadel cuerpo, del material y de las cargas. En Resistencia
estudiamos:
e cuerpo: lapiezaprismética
» material: hookiano (homogéneo, isotropo, elastico y lined);
e cagas. contenidas en €l plano de aurvatura de la piezaprismética

— Laeasadadn de Hooke o= E(€&-¢€;) reladona tensiones con deformadones no térmicas. En Resistencia &
de glicadon en todo momento.

3.3 Reparto detensiones nor males, segun Navier

Objetivo

Determinar cémo fluyen los esfuerzos por € interior de
una secdon de unaviga (o de una piezaprismatica), qué
tension aparece @ cada purto de dla, es €l primer
objetivo de la Resistencia de Materiales. Este e un
problema muy dificil del que se ocupa dofia Elasticidad.
Parasimplificarlo la Resistenciade Materiales introduce
una hipdtesis smplificadora: la de Navier.

Hipétesis de Navier

Lahipdtesis de Navier mantiene que todasecaon dana
y normal a la diredriz de una pieza prismatica
descargada se transforma al cargar en atra secdén
planay normal alanuevadiredrizdeformada(ver figura
3.4a,b). Esto significa que las deformadones de una
secdon redason linedes (figura 3.4c) de laforma:

(33-1) €0)= €, 1y

Figura3.4
Hipdtesis de Navier

sendo €, ,y constantes. La primera representa la
deformadon de la fibra baricéntrica (la que pasa por €l
c.d.g.); e significadofisico de y lo veremos mas adelante.

Lahipdtesisde Navier implicaque en R.M. nos quedamos con losdos primeros términos, loslinedes, del desarrollo
en serie de la verdadera (y).

Con material hookiano, laférmulaanterior impli caqueladistribucién de tensionesen lasecdén también seraplana:
(3.3-2 o(y)= 0,-XEy

Equivalencia estatica entre esfuerzosy paquete de tensiones
Como las tensiones resultan de repartir los esfuerzos en la secaon, se debera verificar:

[ o0)b0)d= N

@33 R

El signo menos en la segunda eauad én viene de mnsiderar que & momento fledor es positivo cuando comprime
(tensién normal negativa) la parte superior de lasecdodn (figura 3.5).
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Es importante observar que, mientras en €l
cgpitulo anterior considerdbamos los esfuerzos
como las fuerzes que aquzaban ura secadn,
aqu vemos los esfuerzos como la fuerza y
momento resultantes o contenidos en €
diagrama de tensiones.

Reeamnplazando o(y) por su expresion de Navier
(3.3-2) y teniendo en cuenta que d medir y
desde lafibra baricéntricalaintegral de b(y).y
es el momento estético de todala secddn, que
es ceao conreladon adichafibra, resulta:

+c g = E
o, f “b(y)dy= N £ | .
(3.34) ...° - %
2 [ “y2)dy= M M < b(y)r
—c. XE= — Y
! 1 J
o"‘ id
siendo A el &reael el momento deinerciadela [
secdodn respedo delafibrabaricéntrica Figura3.5
3 ; Distribucion e tensiones de Navier.
La saper-formula Equivalencia estética entre esfuerzosy volumen de tensiones
Volviendo sobre la ewiadén (3.3-2), resulta:
N M
3.35 o(y)= -2
(3.3-5 ) < 77

gueeslagran formulade Navier que nos dael reparto de tensiones normales en unasecdaon sometidaaun esfuerzo
axil y aunmomento fledor en los supuestos de que:

— seveificalahipotesis de Navier,

— ¢l materia es hookiano (eléstico lined, homogéneo e isétropo)
* yresistelo mismo atracdon que a @mpresion.

Ejemplo 3.3.1: Material mejor y peor distribuido
a) Obtener las caracteristicas mecanicas de las £cdones de lasfiguras 3.6ay b.

b) Determinar lastensiones producidasen ellas por unesfuerzo axil de 500kN de compresiény unmomento flector
de 200kNxm.

c¢) Obtener las resultantes de lastensiones anterioresy comprobar e equili brio.
a) El areadelaprimerafiguraes0,14 m?. Laposicion del centro de gravedad es alamitad delaatura. El momento

deinercia se ohtiene restando a del redanguo interior €l de los dos redanguos interiores:

1

= E(o,sow,sos—2xo,zoxo,4os)= 0,006867 m*

Parala segunda figura tenemos lamisma &reaA= 0,14 n: la cantidad de material esla mismaen ambas secdones
pero el momento de inerciaresulta muy distinto:

- 1—12(0,10><0,603+2><O,20><0,203): 0,002067 m*

eslaterceraparte. El material esta peor distribuido pararesistir la flexion; antes estaba més algjado el centro de
gravedad, colocado dande las tensiones de flexion son mayoresy asi colaboraba mas aresistir el momento.

b) Aplicandolaformula (3.3-4) se obtienen los repartos de tensiones de las figuras 3.6¢c y d.
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Secdones y diagramas de tensiones del gjemplo 3.3.1

¢) Conocidas las tensiones cacularemos los esfuerzos integrando numéricamente, como se muestra e las
tablas 3.1-2.

Tabla3.1
Computo de los esfuerzos que producen el diagrama de tensiones de la figura 3.6¢
Ne & b h o N= ybho y, M=-N

1 12 0,50 0,10 [ -12309+9.397 -72,800 0,30-0,10/3 +19,413
2 1 0,50 0,10 -9.397 -469:850 0,25 +117,463
3 12 0,10 0,323 -9.397 -151762 0,20-0,3233 +14,013
4 12 0,10 0,077 +2.254 +8,678 [ -(0,20-0,077/3) +1,513
5 1 0,50 0,10 +2.254 +112700 -0,25 +28,175
6 12 0,50 0,10 +5166-2.254 +72,800 -(0,30-0,10/3) +19,413

-500234 +199990

@ Fador de &eadelafigura.
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Tabla3.2
Computo de los esfuerzos que producen el diagrama de tensiones de la figura 3.6d
N° Y b h o N=_ybho M= -N

1 12 0,10 0,20 [ -32604+13249 | -193550 0,30-0,20/3 +45,162
2 1 0,10 0,20 -13249 | -264980 0,20 +52,996
3 12 0,50 0,137 -13249| -453778 0,10-0,1373 +24,655
4 12 0,50 0,063 +6.106 +96,170 | -(0,10-0,0633) +7,597
5 1 0,10 0,20 +6.106 | +122120 -0,20 +24,424
6 12 0,10 0,20 +25461-6.106 | +193550 -(0,30-0,20/3) +45,162

-500468 +199996

@ Fador de &eade lafigura.

Ensefianzas:
— Hemos aprendido a utili zar laférmula del reparto plano de tensiones normales o de Navier.

— Hemosaprendidoaresolver el problemainverso: obtener |os esfuerzos que adtian en lasecdon a partir del
pagLete de tensiones normales que caisan.
»  Observamos como las tensiones que adiian mas alejadas del ¢.d.g. de la secdon absorben mas
momento flector, en proparcidn cuadréticay?:
» porgue lasfibras mas a gjadas redben mayor tension (en proparcion ay), y
» porgue su brazo y esigua mente mayor.

Secaén no-homogénea

Laférmulade Navier (3.3-4) sdlo vale parasecdonesformadaspor unsolo material. Si en unasecdédn aparecen dos
materiales es predso aplicar el truco de homogeneizar. Seapor ggemplo lasecdén delafigura3.7a. Enlafibraen
gue los dos materiales coinciden la deformadén debe ser la misma €. Por tanto, en esa fibra la tension en el
material 1 debe ser = €.E,, y en €l materia 2, 0,= €.E,= 0,.E,/E,. Debemos encontrar, pues, una formula
aternativaala(3.3-4) que nos dé en el material 2 tensionesn= E,/E, veces mayores que las obtenidas diredamente
de (3.3-4).

Para dlo hacemos|o siguiente: en lugar de glicar tensiones n veces mayores en el segurdo material, imaginamos
gue apli camoslas mismas, pero sobre unancho n veces mayor: asi mantenemos lacuantiadelosesfuerzos. Después
corregiremos, hadendo quelastensionesfinales sean veceslas dadas por laférmula(3.3-4) sobre el ancho original.

Ejemplo 3.3.2: Distintos materiales
Determinar ladistribuciéndetensionesnormalessobrelasecddndelafigura3.7aal ser solicitadapor unmomento
fledor de 120kNxm.

La secdon homogeneizada con referenciaa material 1 se muestra en lafigura 3.7b; €l ancho del material 2 se ha
multiplicado pa n= E,/E,= 10. La posicion encontrada del ¢.d.g. se muestra en la propia figura. EIl momento de
inercia de lasecddn homogeneizada resulta ser I= 0,003013n. Aplicando laférmula de Navier (3.3-4) con estos
parametros se obtiene la distribucion de tensiones de la figura 3.7¢. Las correspondientes ala secaén red son las
delafigura3.7d, en laque se han multiplicado pa n las tensiones obtenidas para d segundo material.
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Secd6n o homegéneay diagramas del gemplo 3.3.2

Comprobacién
Para acomprobar que la distribucién de tensiones de la figura 3.7d es correda deberemos comprobar |o siguiente:

— gue quivale aunaxil nuloy aunmomento de 120kNxm (equili brio), y

— Quesatisfacelahipétesis de Navier. Esto asu vezrequiere:
e gueladeformaddn enlafibrade contaco delos dos materiades salamisma, y
* quelainclinaddn -x del diagrama de deformadones sala misma en los dos materiales.

Esfadl comprobar que el diagramade deformadonesdelafigura3.7e, queseobtienedividiendopor E, lastensiones
de la figura 3.7c, es congruente también con el diagrama de tensiones de la figura 3.7d. Su inclinadén es
= M/EI= 1,991x10® m™* en ambos materiales.

Ensefianzas:
— Este gemplo nos ha ensefiado a homogeneizar una secdon compuesta por dos materiales, para poder
aplicale laformula de Navier.

— Observamos que:
e ¢l diagrama de tensiones resulta multili ned con saltos, pero
+ ¢l diagrama de deformadones es plano coninclinadon urica y= M/(El);gmogme COMO eXige
Navier.

Si no valen tracdones...

Lapoderosaformula(3.3-4) de Navier dapor hecho que el material eshomogéneo y queresiste atracaénigual que
acompresion. Sin embargo, si no se arma, el hormigén solo resiste a ©@mpresion. El uso de laférmula de Navier
gueda entonces restringido: habra que buscar una subsecdon que dé resultados stisfadtorios.
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Secdon gue no resiste tracgones del gjemplo 3.3.3

Ejemplo 3.3.3: Con fisuracién

El material delasecddnen T delafigura 3.8aresiste hasta 20 MPa a compresion, pero noresiste tracciones. Se
admite que sefisurara la zonatraccionaday que seguira resistiendoel resto de la secdon. Se pide determinar €l
valor maximo de la fuerza axil de cmpresion agicadaen el purto A que la secdén plede resistir.

Si consideramos la secdon completa, determinamos la posicion de su c.d.g., referimos a dlalos esfuerzos -Ny
M= -Nx(c,-0,10) y cdculamos la tensién en la fibra superior, nos saldra de tracaon. Asi pues, no nos vale la
férmula.? Tenemosque prescindir deunaparteindeterminadadelasecddn, asignarle undiagramadetensionesplano
(figura 3.8b) y obligar a que se aumplan en é las reladones de equili brio (3.3-3). LIamandoy, ala parte del ama
que mlabora en lasubsecdonfinal, escribimos las sguientes eauadones:

20 _ ¥.+0,20
00 yc

1 1 1
(20—00)0,20[ 0,10—30,20] = 024-0 oyc( 0,10+§yc]

0,801
2
Laprimeraeauadon (con tensiones en M Pa) expresalaproparcionalidad en el diagramadetensiones, y lasegurda,
gue el momento del diagrama de tensiones de la figura 3.8b es nulo: esto es, que el momento respedo de A de la
parte 3 esigual y contrario que el dela parte 1. Dividiendola lltimaeaiaddn por g, enlosdas miembrosy usando
la primeraresulta:

0,008( 20 .| _ 0,12

3 o, )" 3 703047,

[J’c+0,20 _1] = 15yc(0,3()+yc)
Ve

1597 +4,592-0,20= 0 = y,=0,169 m

Si y, hubiera resultado negativo o mayor que 0,40 no nos habria valido; tendriamos que cambiar la hipdtesis y
considerar que sdlo trabaja una parte del da. Con el valor encontrado dey, se encuentra g,= 9,16 MPa; se vuelve
al diagrama de tensiones y se encuentra que los axiles encerrados en cada parte del diagrama son N,= -0,867,
N,= -1,466, N,= -0,186. El axil méximo es IN.= -2,519 MN= -2519kN.

Ensefianzas:
— Hemosvisto que no podemos apli car laformulade Navier cuandoel material no resiste atracaénigual que
a ompresion;
* no hemosintentado kuscar una subsecddn A(x), I(x) en la aial fuera glicable.

— Hemostenido que volver alos origenes de laférmula de Navier encontrando una subsecaén en la aial:
» unadistribucion plana de tensiones sn tracdones
» resulta estéticamente equivalente alos esfuerzos dados.

No podemos quedarnos con la parte comprimidaeignorar laparte tracdonada porquetal diagramano estariaen equilibrio con los esfuerzos
externos.
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Nucleo central

Con freauencia se deseaque una fuerzade compresion aplicada
a una secadén no le produzca tracdones. en secdones de
hormigén en masa, en zgpatas de cimentadodn, etc. Esto se
consigue colocando la fuerza dentro del nucleo central de la
secdodn. El nicleo central de unasecdédn esaquella region de
la misma en la que se puede colocar unafuerza de compresion
sin que produzca traccones.

Si sobre unasecdén colocamos unafuerzaN de compresién con
una excentricidad e, por encima de la fibra baricéntrica
corremos €l riesgo de producir tracdones en la fibra inferior
y=-¢ (figura3.9a). Paraque esto no suceda:

_E+Nxes c.= 0
A 1 "

De esta eauadon y su gemela para la excentricidad inferior e
(figura 3.9b) resultan los extremos del ndcleo central:
1

es= —_—
Ac,
I
= —
Ac,

(3.3-6)
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Figura3.9
Cargas axiles en el borde del ndcleo central
y ntcleo central de una secaén rectangular

Para @ reddnguo de dimensiones bxh, el nicleo central se extiende e, =+h/6 por encimay por debajo del c.d.g.
(figura3.9c) A este mismo resultado sell egatambién considerando que lapaosicién delacargaN hade coincidir con

el c.d.g. del trianguo de tensiones: c+e= 2h3.

Pretensado

En vigas de hormigdn es freauente utili zar latémicadel pretensado para evitar la goaricién de fuertes tracdones.
Esta témica consiste en dejar embebidos en el hormigon cables de alta resistencia fuertemente tracdonados que
comprimen el hormigén. Estos cables suelen ser excéntricos, con lo que, ademas de introducir unas tensiones de
compresion que mejoran la cgaddad resistente del hormigén, se inducen momentos fledores opuestos alos de la
cargadominante, que reducen laflexién de é&ta. Ver problemas3.7.2y 3.7.5.

Zapatas

Laférmula (3.3-4) de Navier es muy potente y su aplicadgén puede
extenderse a otros campos. Asi por gemplo, si suponemos que un
suelo continuo de cimentaddn se comporta como un conjunto de
muelles, todos con la misma rigidez, podemos usar la férmula de
Navier paradeterminar las tensiones bajo una zgatarigida.

Ejemplo 33.4: Zapata

Determinar lastensiones prodwcidasbgjo el suelo de unazapaa de
cimentacion de 2x 2 n? sometidaa un axil de compresionde 500kN
y a unmomento de 300kNxm (figura 3.10a).

Si aplicamos la formula de Navier nos saldran tracaones en un
extremo de la zgpata, tracdones que e suelo no admite. Debemos
considerar que solo trabaja la subsecddn que equili bra las fuerzas
mediante mmpresiones.

La excentricidad de la caga es e= M/N= 0,6 m. En esta posicion
(figura3.10b) hemosde pensar que lacarga se encuentraen el borde
del nicleo central deunasubsecddnredanguar decanto efedivo hy

Figura3.10
Tensiones bajo una zgatarigida
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desconocido y 2 m de ancho; o que d c.d.g. del tridnguo de tensiones debe quedar bagjo la caga excéntrica De
cualquier manera, h,= 1,2 m. Latension méxima bgjo lazapata (figura 3.10b) resulta deiguaar las fuerzas axil es:

%oml,z: 500 kN — o, = 416,667 KNim>

Ensefanzas:
— Laférmulade Navier se puede extender a cdculo de zgatas rigidas:
» paraelloespredso que podamos suponer que el terreno se comporta como un segmento de viga:
» cadacolumnaelemental de suelo se deforma como un muell e, con independenciade las
columnas adyacentes,
» todoslos muelles con lamismarigidez pero
sin resistir tracdones.

Secdones discretas
Para aplicar la formula de Navier no es necesario que la secadn sea ontinua: puede estar formada por «purtos
gordos» espadados. Es €l caso, por g emplo, de unsolidorigido que auelgue de varias barras.

Ejemplo 3.3.5: Secdon colgada
Determinar la carga que se lleva cada bara del problema 6.3.3 en su

primera hipdtesis de carga: vigainfinitamente rigida de 100kN de peso ’ : ‘
propio. Las barras de aluminio son de 2 cn? de secdény E= 0,7x10° € Al Fe Al
MPa, y la de acero, de 12 cn de secdony E= 2,1x 10° MPa.

Como las barras son de distintos materiales hay que homogeneizar sus l,mo N
&eas A= A= 2cn?; A= 12<E,JE= 36cn?.?

A continuadén determinamos laposicién del c.d.g. delasecaon discreta
delafigura3.11y su momento deinercia

A= 40 cm?

Joo 36X4126_ 5o

G 40

Figura3.11
Estructuray secdon da giemplo 3.3.5

1.,=2x3,9*+36x0,12+2x2,12= 39,6x107* m*

Conreladon al c.d.g. los esfuerzos son N= 100kN, M= 90 kNxm. Aplicando Navier las tensiones on:

100 90

0,= + 3,9= 113.636 kN/m?
40x10™* 39,6x10~*

0,2 00 90 41 22727 kim?
40x10* 39,6x107

o= 00 0 512727 kNim?

40x10°* 39,6x10°*

Losesfuerzosenlasbarrasson T,= g A: T,= 22,73kN; T,= 81,82kN; T,=-4,55kN. Si enlugar de barrashubiéramos
dispuesto cables, tendriamos que rehace el cdculo prescindendo del 3° porque no resistiria mpresion.

3 Si los cables huhiesen sido de longitudes distintas, habria que haber tenido éstas en cuenta d homogeneizar, para @wnsiderar areas
equivalentes con la misma rigidez espedfica E/L. El fador n no habria sido €l cociente de los méduos de elasticidad sino el cociente de las
rigideces espedfices E/L.
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Ensefianzas:
— Lafdérmulade Navier sirve pararesolver algunos problemas hiperestaticos en |os que es predso imponer
gue dertos alargamientos £ mantengan en lineareda.
» Ello pone de manifiesto quelaformula de Navier incluye una condicién hiperestatica En efedo:
ademas de imponer el equili brio mediante las igualdades (3.3-3) impone también la mndicién
(3.3-1) en deformadones.

— Hemosresuelto unproblemacon unasecadn discreta, formadapor puntos gordas en los que se concentran
&reas resistentes.

— Ademés, correspondiendo |as areas a distintos materiales, hemos tenido que homogeneizar la secadn.
* Si las barras hubieran sido de longitudes distintas habriamos tenido que homogeneizar en
proparcion asusrigideces espedficas E; /L;, en vezde hacelo en seginsus E;'s

Resumen:
— Losesfuerzos axil y fledor producen tensiones o normales ala secaén (normal aladiredriz).

— Para d cdculo de estastensiones € predsa:
* la mondicién de eguili brio o equivalencia estética antre los esfuerzos Ny My el volumen de
tensiones o(y);
e aguma ondicion mas, que sera de aompatibili dad en deformadones como en los problemas
hiperestéticos que veremos més adel ante.

— Lacondicién adicional de compatibili dad en deformadones es la hipdtesis de Navier que aceta que las
secdonesredas perpendiculares ala diredriz de la pieza prismatica artes de deformarse se conservan
planasy normales a la dredriz después de deformarse:

e enredidad esunahipdtesis smplificaiva que reduce ados los términos de la deformaaon;
» de aumplimiento bastante goroximado en piezas prisméticas alin para ca0s extremos
como los de variad6n térmicano lined en el canto.
e Con material hookiano implicaque la distribucion de tensiones también seré plana.

— Lascondiciones de equili brio y distribucion plana de tensiones resultan en la potente formula:

0“ = e —
o) VN
gue exige material lined y homogéneo:
e vaeincluso para secdones discretas

» y hemos aprendido a enpleala en tales casos.

— Hemos aprendido a usar la férmula de Navier en secdones con mas de un material después de
homogeneizar la secdén,
» amplificando e ancho de calamaterial i por € fador E, /E,.

— Hemos aprendido qué &l ndcleo central de una secdén es aquell a parte de la misma en la que podemos
colocar unafuerzade cmmpresion sin que se produzcan tracdones en ningurafibra;
» y hemos aprendido a determinar 1os puntos de su borde.

— Hemosaprendidoacdcular distribucionesdetensiones producidaspor esfuerzosN y M cuando el material
no admite tracdaones
» buscando un diagrama plano de tensiones que fuera estéticamente equivalente alos esfuerzos
dados.
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3.4 Reparto detensionestangenciales

Objetivos

Delos esfuerzos axil y cortante sabemosya (i) qué tipo de tensiones
producen y (i) como éstas se distribuyen en una secdoén.
Necesitamos ahora saber las mismas dos cosas del esfuerzo cortante.

El esfuerzo cortante Q que frota la secdon se repartird por ella
produciendo una distribucién de tensiones tangencides
desconocidatodavia (figura3.12), que habrade cumplir lacondicién

de equili brio:
(34-1) [F10pm)dv= 0

Cometido: hacer d hojaldre monolitico

El efedo de las tensiones tangenciales en ura viga & mas
importante de o que pareceaprimeravista. Si para aumentar
laresistencia de una viga de secaén recdanguar bxh que se
nos ha quedado pequefia le mlocé&amos encima otra de las
mismas dimensiones (figura 3.13a), obtendriamos dobe
resistencia (igual que s la colocadamos al lado). Si, en
cambio, desde unprincipio hubiésemos construidolavigacon
dobe cato (figura 3.13b), la resistencia se habria
cuadruplicado (lastensiones se dividen por 4, e momento de
inerciase multi plicapor 8). Lacantidad dematerial empleado
eslamismapero losresultados, muy distintos; en el primero
no se percibe la intervencion de un ingeniero. ¢De donde
viene la diferencia? ¢Qué es lo que nos da derecho a
considerar unasecd6n monoliti cay no unhojaldrede muchas
l&minas independientes?

La diferencia en la forma de trabajar de dos vigas
independientes (figura 3.13a, I= 2xbh¥12) vy dos vigas
solidarias trabgjando como una monolitica (figura 3.13b,
I= b(2h)%12= 8bh/12) radica e la garicién de tensiones
tangenciaes z, entredosfibraslongtudinales contiguasen la
direcaény (figura 3.13c) que evitan los dedli zamientos entre
ellas que se apredan en los extremos de las vigas de la
figura 3.13a: haran coincidir en A (figura 3.13b) los puntos

gue de otra manera se habrian ido a A, y A, (figura 3.13a). Las tensiones
tangencial es aseguran que laslaminas de la secddn se deformen soli dariamente,
como manda Navier, y no como un tojaldre de cgas inconexas:

iLasT's 9on cuatrilli zas!

Pero, jalto ahi!, habras estado tentado de dedr. (Qué relacion hay entre las 7's
que aparecen en lafigura3.12, que adtlian sobre un plano perpendicular al gje x
delaviga, y lasdelafigura3.13c, que adtiian sobre unplano perpendicular a ge

y? Pues no son primas $no hermanas cuatrilli zas.

En efeco: hasta ahora las tensiones normales (como |os esfuerzos) actuaban en
pares de gemelas opuestas. Si en la cara cuya normal exterior era el vedor +x
llevaban el sentido de éste, en lacaracuyanormal exterior erael —x, llevaban el
de este otro, y viceversa (figura 3.14a); no podan darse la una sin la otra. El
equilibrio de no girar entorno a eje zdel dadode lafigura 3.14b, sobre d que

Tensiones y deformaciones

Figura3.12
Reparto de tensiones tangenciales
en urasecaon

Figura3.13
Efedo soldadua de las tensiones tangenciales

aduan tensionestangenciales , (enlascarasnormalesa gjex), exige que sobre

él adlen también las 7, y tengan € mismo valor: 7= z,.

Figura3.14
Tensiones 6 mellizesy
T cuatrillizes
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Enpalabras: lastensionestangencial esqueactiiansobre plancs perpendicularesapurtandohacia (o algfandsede)
la arista cominsonigudes. Por eso, determinandolas 7,'sdelafigura3.13c conoceremos susigualeslas z,'sdela
figura3.12 (figura 3.14c).

Last's £ determinan por equilibrio

Paraconocer el reparto delas d'senla Fy) . —>a v<— £+dF
secdon no nos basté e equilibrio - <—

(3.3-3): necesitamos una condicion > < X&l\ >A > > > v<_0(y)+do(y)
adicional, que fue la de Navier. Para N e <\ a(y) ()
determinar |as tensiones tangenciales, > < < <€ <
por el contrario, nos bastard @n el Q >> ) f __;,1\‘ AT \y<<__
equilibrio: serda una  distribucion [ > |+ . <€ =
isostética 4. + >,1\ ce T, \w
<, > Q o

: : <. > € R T B4
Las tensiones tangenciales entre dos P < >
l[dminas de la rebanada ala dtura'y < . - a 4'1\ LT ‘V_> b)
aparecen como consealenciadequela < - > < [t s >
parte de rebanada por encimadey es dx <A N
empujada hada la izquierda por una € dx >
fuerza mayor que hada la derecha Fouras.l
(figura 3.15): F(y) proviene del gura3.15

Las tensiones tangenciales tienen su origen en el desequilibrio de las tensiones normales
momento fledor M, F+dF, del

M+dM. El equilibrio exige

(figura 3.150):
T0)b0) k= dP= [“do()bm)dy= — 2 [ ybo)dy= ~ My
Y y

siendo:
(842 k0~ [0y
el momento estético del dreade lasecddn por encimade lafibray. Como quiera que segin(2.5-1c) Q= -dM/dx:

) - 210
(3.4-3) ) 00

gue eslaférmulabuscada. En redidad no hemos hecho uso de la condicion de equili brio (3.4-1) de partida, sino de
otra. Dejamos para & alumno motivado el (nadatrivial) g ercicio de demostrar que ajuéllatambién se ample.

Una pregurta mali ciosa puede ser: ¢jnfluye la hipétesis de deformadones de Navier en (3.4-3)? Larespuesta es si:
aungue lahayamos obtenido de unameracondicion de equili brio, en él hanintervenidolastensiones normal esdadas
por laformula (e hipétesis) de Navier (3.3-5).

Limitaciones
La férmula (3.4-3) solo vale para secdon constante y axil constante, porque en dF no hemos considerado ni la
variadon de N(x)/A(x) ni lade I (x). Para casos complicadas o mejor esaaudir a concepto original de que las o(y)
aparecen por ladiferenciade empuje opor encimadela
laminay entre dos caras separadas una distancia finita
Ax (ver gjemplo 34.1).

Secadn rectangular

La parte de secdon por encima de la fibra y tiene de
areab(h/2-y) (figura 3.16a) y su centro de gravedad
dista de la fibra baricéntrica y; = y+(h/2-y)/2=
(h/2+y)/2. Asi pues:

_pl R | A, | B B2
u(y)—b[iy)z[zy) 2[4}))

>>>—>>A>>
<

Figura3.16
Distribucién cuadréticade z(y) en uraseca6n redangular
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Ladistribucion de z(y) que resulta es una parabola de 2° grado con su méximo en lafibra baricéntricay= 0, devalor

T 1,5Q/A (figura 3.16b).

Saltosen las ®cdonesen T; T'sen lasalas

La expresion u(y) tiene siempre e aspedo parabdlico de la

figura3.16a, con su maximo eny= 0. Sin embargo, cuandolasecaon

presenta discontinuidades en el ancho b(y), éstas se aausan en €l 2

cociente u(y)/b(y), que eslaparte variable en laférmula (3.4-3). Por [ | [ =
es0, las distribuciones de tensiones tangencial es presentan €l aspedo T T1 v
delasfiguras3.17ay b. . N

En las secdones verticdes de las alas de una secdén en T (ver s a)
secdbn2-2 enfiguras3.17a,b) también aparecentensionestangencia-
les en sentido horizontal, por la misma caisa que en las scdones [ & ¢+,
horizontalesaparecen con sentidoverticd, y secdculan conlamisma
formula, como vemos en el siguiente gemplo.

\
\
o
\
!
|
N
Y>> >>>)

Ejemplo 34.1: t’sbidirecdonales

En lavigabiapoyadadelafigura 3.18a, cuya secdionendobe T se
muestra en la figura 3.18b, sometida a la sobrecarga uniforme
indicada vamos a determinar: a) Las tensiones tangenciales en la
fibras1, 2y 3 delasecdonsobre el apoyo A. b) Laleydevariacion C a3 17
det sobrelafibralentreAyC.c) Laintegral deestast'sque debe Distribuciones de T'(g/;":n cocdones Ty dobleT
ser igud aladiferencia de compresionesen la cabeza superior entre

ambas £cdones.

a) Laley de esfuerzos cortantes ® muestra en lafigura 3.18c. Los valores buscados on:

0’210) - 0,0125 m®

e 0,50xo,10x( 0,20+

0= u1+0,20x0,10x%= 0,0145 m®

by= 0,2o><o,1o( 0,20+ 0’210): 0,005 m?
1,)= —200 00125 _ 1850 pvim?

0,006867 0,10

)= T,(A)2= 2112 kNIm?
Ky

= 728 kN/m?

o (4)=—100__ 0,005
7 0,006867 0,10

Hemos obtenidola 7, enlaparte estrechadelafibra 1, que esdonde es mayor; en laparte anchaes1/5 de ese valor.
Ladistribucion de tensiones tangenciales bre lasecdon del apoyo se muestra en lafigura 3.18d.
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Figura3.18
Estructuray diagramas del ejemplo 3.4.1

b) Las leyesde variaddn de las 7(x)'s n afines ala de Q(x), por consiguiente:

7,(0)= 1820[ 1—%]

T,()= 728( 1—%)

Hay que notar una diferencia entre la 7; y la z; que adlan en e plano de la secdon: la primera esta orientada
verticadmente y la segurda, horizontalmente (figura 3.18b)

c) Enlasecddn central M= 250kNxm. Latension normal en lafibrasuperior es o= -10.922kN/n¥, y enlafibral,
0,= -7.282kN/n?. Lacabezadelasecdon central sufre 455kN de compresion; cadaalaselleva 182kN. Lamisma

cabeza @ lasecdaon A no sufre nada. Las diferencias tendrén que ser equili brada por |as tensiones tangenciales de
lasfibras1y 3 entre Ay C (ver figura 3.18e):

fCO,IO'rl(x)dx= 0,1x1820f5[1—£)dx= 0,10x11820x5= 455 kN
A 0 5 2

fco,10r3dx= 182 kN
A

valor que wincide an el caculado a partir de las tensiones normal es.

Ensefianzas:
— Hemos aprendido a cdcular las tensiones tangenciales hre asalquier fibra de una secaoén.

— Hemos comprobado que en las discontinuidades del ancho de la secdon transversal se producen discon-
tinuidades mejantesen €l valor delas 7's.

— Hemos escrito laley de variad én de tensiones tangenciales sobre una fibra paralela a la diredriz, que es
afin aladel esfuerzo cortante.

— Hemos comprobado que | as tensiones tangencial es equili bran la diferencia de empujes normales entre das
secdones por encima (o pa debajo) de lafibra mrrespondiente.

— Hemos notado que en las alas aparecen también tensiones tangencial es orientadas segunla horizontal.
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Caso patolégico: la secddn triangular

Ningun proyedista sensato ha disefiado jamés una viga con
secddn trianguar para resistir a flexion.* Pero como tiene
algures dificultades de cdculo y resultados "pargjédicos’... cae
amenudo en examen.

~
Llamandozaladistanciadesdeel vértice(figura3.19a) 1(2)/b(2)
resulta como sigue:
b(z)= bZ
() ’
2 2 Figura3.19
B(z)= lzbi Zh_ZZ = bh z 1-Z Tensiones tangenciales en la secadn triangular
2 h 3 3 3 \h h
k@ _ h?zf,_z
bz 3 h h
El méximo setiene en z= ¥hy vale h?/12, con lo que resulta:
2
Tma':x: lh_: I,SQ
bh3 12 A

36

gueenlasecdontriangdar la maximatensiéntangencial se produceen lafibraalamitaddelaaltura, y vale 1,5
vece el valor medio.

Secadn circular

Tampoco es posible prededr dénde se halara la
tensién tangencial méxima en ura secaon circular
(figura 3.20) porque su ancho dsminuye d

algjarnosdelafibramedia(si bien condeaementos ) ;
de segurdo aden a principio): A
Bo)= [*B0)ydr- A
Yo A
= f "2 Rcos@) Rseng) Rcosp d = %R 3cos’p, ’ ﬁ
2 .
Figura3.20
()= L‘t %chosz(pf g% 1- %) Tensiones tangenciales en la secdon circular
TR
4

El méximo se encuentra en lafibra baricéntrica (como si se tratara de una secdon respetable®) y vale 4/3 del valor
medio.

4 Los insensatos, si: tu autor amigo tuvo que cdcular unavezunavigatriangular para soportar el trampolin de una piscina. Tenia, ademas,
el vérticehadaabajo, en lazona de compresiones, con lo que le faltaba hormigén en donde éste huhieratrabajado aplace y le sobrabaall i donde
solo hada pesar. (Y con e peligro afiadido de darte un coscorrén con la aistasi pasabas por debgjo). Idess de aquitedos...

5 No es adeauada para flexion porque la mayor parte del material se @wncentra en las proximidades de la fibra neutra, donde trabaja poco.
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Resumen:

L as tensiones tangenciales provienen de los esfuerzos:
e cortantey
e momento torsor (no estudiado aqui)

L astensionestangencial es consiguen quelas secaonestrabajen como un manojo de fibras solidarias en vez
de cmo un hojaldre de laminas independientes.

Aunqgue |las tensiones tangenciales n las que fuerzan e cumplimiento del hiperestatismo de la hipétesis
de Navier, su cdculo se ohtiene i sostéticamente considerando solamente el equili brio de las porciones de
secdon que reaben las tensiones normal es (que marcaNavier).

Laférmula de (3.4-3) de reparto es $lo valida para secaon constante y axil constante. En ella:
o u(y) esel momento estético del areadelasecdadn queestd por encima (o pa debgjo) delafibray;
» sumaximo se encuentra siempre en lafibra baricéntrica

En las secdones que un proyedista sensato utili zapara flexién, la méximatension tangencial se encuentra
en lafibrabaricéntrica; sin embargo:

» ensecdones extrafas < locdizara dli donde u(y)/b(y) seamaximo;

» enlasecadon circular también se encuentra en lafibra baricéntrica, pero

e enel trianguo se encuentra alamitad de la dtura.

Enlasalas, el gradiente de flexion producetensiones tangenciales en direcaon horizontal que se cdculan
de la misma manera que las del alma, pero
e varian linedmente del borde d centro (no, parabdli camente).

Esfreauentededr 7,,= f. 7, Siendo 7,.,= Q/Alatension tangencial media, que se obtendria repartiendo
el cortante uniformemente en lasecdén, y f unfador que depende de la secdon:

e =15 paralasecdon redanguar

e = 1,33paralasecddn circular

e f= 15paralasecdon trianguar isoscees.
(No se debe confundir este fadtor de tensiones con el que da €l dreaefediva a cortante de una secaon
As= v.A, quelo pidenlosprogramasdecdculo queincluyen ladeformadon delavigapor esfuerzo cortan-
te. Aqui nurcalaincluiremos.)
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3.5 Defor maciones mecanicas

Paquetes de defor maciones

Hemos visto (i) que no puede haber tensiones sn deformadones y (ii) que el reparto de tensiones de Navier se
ohtiene con la hipétesis de que las secdones planas se mantienen planas. Queremos saber ahora qué deformadones
producen los esfuerzos axil , fledtor y cortante, pero no fibraafibrasino de la secdon completa, considerada como
un paquete. Estas son, de acuerdo con (3.3-1), €(y)= €, 1y- El paqlete de deformadones depende de solo dos
términos: €,y .

El axil sdlo producealargamiento
De awerdo con (3.1-3) €= g,/E, y de aauerdo con (3.3-4a) g,= N/A. Por
consiguiente:

(3.5-1a) €,~ —
El esfuerzo axil produce un paqtete de deformaciones que consiste en una

alargamiento uniforme de todas las fibras de la secdon e(y)= €,= N/A,
como lo haria un cdentamiento uniforme (figura 3.21a).

El momento fleaor sdlo produce airvatura

El otro término de la deformaddn es y 'y de aaerdo con (3.3-4b): R
_ M
(3.5-1b) X I, M

Que y representalacurvaturade lasecdon lo obtenemosdelafigura3.22b.
Si tenemosunasegmento devigadelongitud unidad sometidaaunmomento
fledor uniforme, la fibra inferior se dargara u= 1x¢ y la superior se
amrtardu,= 1x €, Paraque cadafibraacancedistintalongtud, lapiezase
tendra que curvar; si la arvatura es uniforme se @nvirtira en unarco de
circunferencia de radio R: |as prolongadones de |as caras ® encontrarén a _ Figua3.21

. . . . Deformadones por axil y por fledor
una distancia R de maneraque Rx y= 1, longitud del segmento de viga. Por
consiguiente y= 1/Rrepresentalainversadel radio de curvatura, esdedr, la
curvatura de la secdon.

El momento fledor produceun paquete de deformaciones e(y)=-My/El, que consiste en
unacurvatura dela rebanadade valor x= M/EIl. Remrdemos que la curvaturaesungiro

distribuido pa unidad celongtud y= d@/dx. -

El cortante... T

En las piezas prisméticas que estudia la R.M., la deformaddn por esfuerzo cortante es <
mucho menor que la producida por |os otros dos esfuerzos. Es necesario Il egar avigas de Q4+ <« | |o

gran canto para que lainfluenciadel cortante se deje sentir. D€ ame dedrte, no olstante,
parafortalece tu cultura, qued esfuerzo cortante produceundeslizamiento o deformacion
anguar como se muestraen lafigura3.22. Con estadeformadén podemos (aduras penas)
mantener lahipdtesis de quelas caras se mantienen planas, pero no, lade que se mantienen
normalesaladiredriz. Otro diacdcularemoslaexpresion del desli zamiento anguar y por
métodas energéticos.

Q\GPQ

Figura3.22
Deformadon por cortante

Resumen:
— Cada esfuerzo produce su deformadon particular, que se cdcula de manera independiente:
e ¢l axil, unadeformadon longitudinal e= N/EAigual en todas lasfibras;
* € fledor, una asrvatura y= M/EI;
+ en RM. se despreda la deformadon por cortante, que es un deslizamiento y= Q/GA, que no
permite que la secdén deformada se mantenga normal a la diredriz (ni tampoco plana, en un
cdculo riguroso)
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3.6 Deformacionestérmicas

Tensiones, casi s0lo mecanicas

Las tensiones proceden Unicamente de los esfuerzos generados por las cargas exteriores. No existen tensiones
térmicas a sumar a las mecanicas, aungue en estructuras hiperestéticas encontraremos tensiones producidas por
cagas exteriores (reactones) que tienen su origen en una dilatadon. Las tensiones aparecean solo para equili brar
alos esfuerzos. (Hay una excepcion que veremos en seguida: cuando una secdon sufre un cadentamiento que varia
sobre d canto de forma nolined, para mantener la hipétesis de Navier de deformadon plana, nos aparecean ures
ciertas tensiones internas de resultante nula, debidas —otra vez— a hiperestatismo interno de lasecaén.)

Defor maciones, mecanicasy térmicas

Las deformadones, en cambio, pueden provenir de dos causas: esfuerzos y/o variadones térmices. Las
deformadonesredes €(y) y generalizadas, €,y y, producidas por los esfuerzos las hemos estudiado en el apartado
anterior. Aqui estudiaremos las deformadones térmicas y |o haremos en dos pasos ®gln su causa térmica sea
(i) lined o (ii) no lined sobre d canto. (A lo ancho siempre supondremos que la variadon térmica e uniforme.)

€,y ypor AT(y) lineal
Cadafibray de unasecdon se dil ata €(y)= «AT(y), siendo Im
i

o €l coeficiente de dilatadon lined del material. Si una * *
rebanada de unavigase cdienta AT, enlacarasuperior, AT,
en lacarainferior y valores proparciondes, lineales, en las
fibrasintermedias, todoirabien: mantendra suscaras planas
espontaneamente, como manda Navier, como las de la
figura 3.23. El paquete de deformadones €(y) quedara
determinado por lasdeformadonesgeneralizadas €,y v, que
resultan®;

€, aATg
(3.6-1) o AT-AT,
h

Sentido fisico
No pierdas nurca ¢ sentido fisico:

Figura3.23
Deformadones por incremento térmico lined

— unincremento de temperatura siempre dargauna
viga;
» s € incremento es mayor por arriba que por abajo, laviga se alargara mas por arriba, tendra que
adquirir curvatura negativa, con la mncavidad hada agjo (figura 3.23).

€,, xy oly) por AT(y) nolineal
Consideraremos ahorael caso masgeneral de gradiente térmico, aquél queno eslined alo alto del canto. Y enlugar
de estudiar un caso tedrico, adquiriremos los conocimientos necesarios mediante d siguiente:

Ejemplo 3.6.1: Variacion térmica parabdlica sobre € canto

Queremos saber qué deformacionesy tensiones puede sufrir lasecddnredanguar delafigura 3.24a, conmaterial
E=2x10"MPay a=107°°C*, sometidaal gradiente térmico parabdico delafigura 3.24b, queva de AT,=+10°C
enla carainferior a AT =+60°C en la superior, pasando pa unvalor de AT,=+40°C en |a fibra media.

Lavariaddn de temperaturaes AT(y)= 40+100y-80y?, paray en m, y las deformad ones correspondientes seran
e(»)= aAT(y). Estasdeformadones (homotéticas del AT delafigura3.24b) no cumplen lahipétesis de Navier de
deformad6n planay no van a ser toleradas. Tendremos que introducir tensiones internas que reduzcan este estado
de deformadén auno plano.

6 Algunos alumnos prefieren imaginar que la secdon asi caentada se encuentra sometida a un axil ficticio de valor Ny = AT EAy aun
momento flector ficticio de valor M, .= - aEI(AT-AT,)/h. El peligro surge de olvidar que estos esfuerzos son ficticios y no se pueden sumar con
losredes. Ademas, tu autor amigo no entiende qué ventajas aportael partir de unas deformadonesimpuestas paracacular unos esfuerzosficticios
con los cuales recdcular luego las deformadones de partida...
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Figura3.24
Diagramas de temperaturas y tensiones con variadon rolined sobre d canto

M étodo del dictador
I maginemos que nuestra perversaintencion fueralade no permitir ningura deformadén térmica De alguramanera
tendriamos que introducir en la secaén las tensiones «del dictador» que anularan toda deformadon:

(3.6-2) 0,)=-EaAT®)

Esteestadotensional sedibujaenlafigura3.24c. Encerrados en este diagrama encontramos | os siguientes esfuerzos
(recuerda 3.3-3):

(3.6-3) N= f_”foD(y)b(y)ay=—1.150 kN

(3.6-4) M=- ffob(y)b(y)ydp 62,5 kNxm

Diagrama autoequili brado

Pero hay algo mas en (3.6-2) que no «cabe» en (3.6-3)+(3.6-4): su diagrama de tensiones es cuadratico y no entra
entero en los dados por (3.6-3) y (3.6-4), linedes (figuras 3.24d,e). Aqui hay algo mas que un axil y un momento:
hay que considerar una nueva componente del diagrama, que es la de la figura 3.24f, dada por la diferencia
(3.6-2)-(3.63)-(3.6-4):

(36-5) 6, )= oD(y)—g—"—fy

Este diagrama de tensiones (figura 3.24f) no lleva encerrado nada de ail y nada de momento, porque en (3.6-5)
hemos extraidotodolo que de ell os habiaen (3.6-2): eslo que se llama un diagrama de tensiones autoeqili brado.

Si escribimos laférmula anterior de esta otra manera:

3.6-6 o = _j+_y+0'
( ) D ) [ T res(y)

podemosinterpretarlacomo undesarroll o en seriede Taylor delastensionesdel dictador, conlostérminosconstante,
lined y el término residual. Nos dice que el diagrama de tensiones del dictador se pueden considerar formado pa
la superpaosicion de tres diagramas:

— e deunesfuerzo axil (3.6-3) (figura 3.24d)
— €l deunmomento fledor (3.6-4) (figura 3.24e)

— eresidua (3.6-5) (figura3.24f), que—podemoscree— surge espontédneamente de la secadn paracumplir
lahipétesis de Navier.

Liberacion
Ahorabien, espaosible que el dictador no dispongade | os apoyos necesarios paramantener lastensiones (3.6-6) que
impiden todointento de deformadén; en cuyo caso tendra que liberar algures. Puede suceder |o siguiente:
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Figura3.25
Los hiperestatismos dan algiin apoyo otodo a «dictador»

— Enninguraestructura isostatica va adisponer de goyos que le proparcionen ni axil ni momento; tendra
gue liberar ambos esfuerzos:
* quedandose mn: o(y)= oD(y)—%—Ale= o,

* ypermitiendoel aargamientoe = —%= 0,383x107% y la arvaturay = —EMI=— 1x1073 rad/m.

— Enedtructuras hiperestaticastal vezdisponga de apoyos que le permitan mantener total o parcialmente los

esfuerzos:
e s s0lo parcialmente, se procede awmo en € cdculo general de hiperestéticas que veremos en €l
capitulo 6;

» i dispone de goyos que le proporcionen el axil (3.6-3), como sucede en el caso de la
figura 3.25a, liberara solo las tensiones del momento (de lafigura 3.24e):
» quedandose @n: o(y)= cD(y)—A—Ily= %Hrm(y),

» y permitiendo una mrvaturax=—EM]=—1><10’3 radim ;

e s disponedeapoyosquele proparcionen €l momento (3.6-4), como en el caso delafigura 3.25b,
se aorta d cdculo genera liberando las tensiones del axil (de lafigura 3.24d):
» quedandose @n: oD(y)—§= AT/‘Iymm(y)

» ypermitiendo un alargamiento detodas lasfibras: eG:—%: 0,383x1073 ;

» s «d dictador» dispone de ambostipos de apoyos, como en €l caso de lafigura 3.25¢, se quedara
con lastensionesde (3.6-2) y no liberara deformad6n algura: el cdculo hiperestatico esta hedo.

Observaquelas deformadones obtenidas al liberar son de alargamiento positivo y curvatura negativa, como manda
el sentidofisico deladilatadon delafigura3.24b. En el cdculo delas magnitudeste podrés equivocar; en el signo,
no serésingeniero s yerras.

Defor maciones, siempre planas

No te olvides jamés de que €l diagrama de deformacionesfinal tiene que ser plano(para eso hemos montado todo
estetinglado). Al diagrama €,(y)= o(y)/E delastensionesque nos hayan quedado hay que sumarlelasdeformadones
térmicas €; (Y)= aAT(y). Lo cdculas con més fadlidad a partir de los diagramas de deformadones liberadas

€(y)= €, —x.y que crrespondan.

Ensefianzas:
— Cuando una secaén de una viga i sostatica sufre una variad 6n de temperatura nolined en el canto:
+ sufre deformadones sempre linedes €(y)= €,- 1.y
» aargamiento:

_ o[
(367) & o IATOROD
»  Ccurvatura
(368) x=- [ “ATG)0)Wd

» ytensionesinternas autoequili bradas, sin resultante, que la propia secadn genera para satisface
la hipétesis de Navier:
(3.6-9) 0,,0)= |~@ATO)+e,~xy|E
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— Si lasecddn pertenece auna viga hiperestatica, sufre tensiones internas adicionales como conseauencia
de restringir total o parcialmente las deformadones anteriores; su caculo se vera en el cgpitulo 6. Sin
embargo,

» dlasrestricaonesal alargamiento y/o ala aurvatura son totales, € cdculo puede ser mas rapido
mediante los razonamientos de este gemplo gque por los métodas del capitulo 6.

Resumen:
— Hay dos causas de deformad ones:
e lastensionesy
» lasdilatadones.

— Sedice amenudo (erréneamente) que hay una sola caisa de tensiones:
e losesfuerzos, producidos:
» por las cargas mecanicas exteriores
o entodotipo ce estructuras, y
» por lasreacdones de cagas térmicas,
o sblo en estructuras hiperestéticas.
Pero a dedr esto nos olvidamos de una segunda causa:
» lastensionesinternas autoequili bradas
» producidas por gradiente nolineal de temperaturas bre d canto,
o incluso en estructuras isostéticas.

— Unadilatadon lineal alo ato del canto produce
* enestructuras isostéticas:
» lasdos deformadones generalizadas:
o aargamiento €= adT,y
o curvatura y= -(4T, -A4T,)/h
e en estructuras hiperestéticas:
» lasdeformadones anteriores més
» lasdeformadonesy tensiones mecénicas por reacgones de compatibili dad (cap.6).

— Unadilatadén nolineal alo alto del canto produce
* Enestructuras isostéticas:
» lasdos deformadones generalizadas:

o alargamiento e, = % f “ATR)b)dy,

o curvatura x=- % f _C‘A T»)by)ydy;

>y unastensionesinternas autoequili bradas o,,()= |-¢ATG)+e,~xy|E.

» Enestructuras hiperestéticas:
» lasdeformadonesy tensiones anteriores mas
» lasdeformadonesy tensiones mecanicas por reacéones de compatibili dad (cap.6).

— Tuautor amigo no terecomiendatratar las deformadones térmicas como producidas por ciertos esfuerzos
ficticios (y no te lo ha ensefiado). Si 1o haces, atu propio riesgo, reauerda que:
e siempre puedes superponer deformadones mecanicasy térmicas, pero
e nurcapuedes sumar esfuerzos mecanicos (redes) con losficticios de las cargas térmicas,
» sdlo con los esfuerzos que surgen del hiperestatismo,
o redes,
o pero solo aparentemente térmicos.
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3.7 Problemas de secaones

Problema 3.7.1: Secdon evolutiva

La ménsula de la figura atiene inicialmente la secaén de la
figura b. En esta primera fase, la estructura esta sometida a
su peso propioy ala sobrecargauniformeqdelafiguraa. El
peso espedfico y € mdduo de elasticidad del material
(hormigon) se dan en esta figura b. Posteriormente, para
soportar mejor una sobrecarga adciond Aq (dadaen la
figura ¢) que se aplicara después, se refuerza la secaon
pegandounachapametélica, como se observaenlafigurad.
El mbduo de elasticidaddel metal sedaen estafigurady su
peso sedespreda. Esterefuerzo se coloca mientrasactianlas
cargas de la fase anterior (peso propio y sobrecarga q), y
antes de aplicar la sobrecarga adciond Ag. Se pide:

a) Dibuyjar y acotar la distribucién de tensiones normales en
lasecdénAdel empotramiento (en el hormigény en el acero)
cuandofinalmente actiantodas las cargas.

b) Calcular la fuerza tangencial total quetiene queresistir el
pegamento que une los dos materiales, entodala superficie
C-C' de mntacto, desde A hasta B. (Examen febrero 04)

a) Sobre la secddn inicial de la figura 3.26a (A= 0,09 n?,
c¢= 0,161m, I= 1,964x 10 nf) gravitan €l peso propioy la
sobrecagainicial (figura3.26a), total 4,25kN/m. El momento
fleaor en el empotramiento Aesde -34kNxmy producelas
tensiones de lafigura 3.27b.

Luego de reforzar la secdén, se obtienen (para la secaon
homogeneizada multiplicando por 10 el ancho de la chapa
metdlica, figura 3.27c) los siguientes valores; A= 0,11 n?,
c=0,225m, I= 3,956x10°% n. En &l empatramiento A esta
nuevasecdon sopataun AM= -16 kNx mqueincrementalas
tensiones en los valores mostradeos en la figura 3.27d. El
diagrama de tensiones finales £ muestra en lafigura 3.27e.

b,) Parael cdculo delafuerzatotal en el pegamento podemos
seguir dos caminos. En € primero cdculamos la 7 en €
pegamento de la secdén del empotramiento, que es, de
aauerdo con (3.4-3):

_ AQ, p=0.275)_ 8

. 10x0,1x0,02(0,295-0,01)

3.25

qg=2 kN/m

N

0,40

1

|. . 3 g | 7
SH#

b)) 0.20 Q.10 0.20 ,
7 A i

Ag= 2 kN/m

VYVVVVVYVVY
YYYVYVVYVVYVV

A B

N

. % espesor 2 cm
b

E,~ 2x10° MPa

Figura3.26
Datos del problema 3.7.1

T, -
I b 3,956x10

= 115,27 kNim?
0,1

En el extremo B este valor esnulo, y varialined mente de A aB porque AQ(x) varialinedmente. Laintegral de estas
T's slede multiplicar €l areadel trianguo de lafigura3.27f por € ancho afedado, resultando F= 23,05 kN.

b,) Otraformade cdcular laresultante de |as tensiones tangenciales en el pegamento es recordando que su origen
esta en ladiferencia de anpujes normales en los extremos. Este enpuje esnulo en By en Avale (figura3.27e):

11.930+11.120

F= S22 0,0240,1= 23,05 kN

La figura 3.27f ilustra este equili brio que hemos puesto de relieve en la chapa metdlica entre las tensiones

tangencialesy las normales en todoel desarrollo entre Ay B.
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Figura3.27

Secdones y diagramas tensionales del problema 3.7.1

Ensefianzas:
— Hemos resuelto un problema que llamamos de estructura evolutiva porque en ella se introducen
modificadones sn retirar la caga;
* lo hemos resuelto de manera incremental.

— El problema ensefia @dmo aplicar cadaincremento de caga sobre la secddn existente en ese momento:
* Unasecaoninicial resistiauna cagainicia y adquiria unas ciertas tensionesiniciales.
* Luego, sinretirar la caga:
» reforzamoslasecddn,
o empleamoslatémicade homogeneizar la secdén compuesta por dos materiales
distintos,
» aplicamos unincremento de caga gque produjo:
o tensiones adicionales sbrelaparte antigua de lasecdon
oy tensiones «novales» sobre d material nuevo.

—  Tantolastensionescomo lasdeformadones son sumade las incrementales, con una diferencia muy notable:
e Laley detensiones finales presenta saltos por dos razones:
» notodas las fibras han sufrido las mismas cargas, y
> al deshomogeneizar |as fibras més rigidas reaben tensiones proparcional mente mayores,
e Laley de deformadonesfinales ha de ser plana, esdedr y= - 4e/ Ay debe tener el mismo valor
en todoel canto,
» ¢ valor y= M/El+AM/EI,
» contando que la chapa metdlicase mlocaria mn un y; de mnstrucaon.

— Hemos cdculado el esfuerzo rasante total entre los dos material es mediante dos cdculos independientes,
implicitos en laférmula (3.4-3):
» €l delaresultante de tensiones normales en los extremos de una «subviga», y
» ¢l delaintegral de lastensiones tangenciales dadas por (3.4-3) que adUan en las fibras superior
einferior de lamisma,
» integral que hemos resuelto numéricamente como el volumen del diagrama prismético
de tensiones tangenciales.

— No hemos cdculado, sin embargo, el estado tensional que quedaria d retirar la caga,
e queno serianuo paque no laretirariamos de la misma estructura en que la pusimos, pero
» tendriaque ser un estado tensional autoequili brado
» porgue d no haber cargas no puede haber esfuerzos
O enestructuraisostética
o silos habria, en cambio, de resultante nula, en estructura hiperestética
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Figura3.28
Secdodny datos del problema 3.7.2

Problema 3.7.2: Objetivos del pretensado

Lasecddnen cajondelafigura 3.28acorr esponce a un puente de hormigénpretensado. Delas milti pleshipdtesis
de carga consideradas para €l puente, se desprende que los momentos fledores pésimos que dicha secaén podra
sufrir seran ce +39,94 mxt y de —34,57 mxt. EI hormigén empleado admite unatension maxima de tracciéon de
25 kp/cn?. Para que este valor no se sobrepase se aplicard un esfuerzo axil (de pretensado) N en algiinpurto del
gjedesimetriadelasecaodn (figura 3.28) enla chapametali ca b). Se pide determinar el valor minimo del esfuerzo
N que hay que aplicar y la posicién del purto en que hay que aplicarlo, definida ésta por su distanciad alafibra
inferior de la secaon. (Examenes sptiembre 89y febrero 93)

Calculamos A= 0,44, ¢,= 0,305m, ¢, = 0,395m, I= 0,02106nT.

Si colocaamos el axil de pretensado sobre lafibrabaricéntrica, ayudariaen igual medida a combatir lastracdones
delafibrasuperior que las de lainferior. Sin embargo, éstas Ultimas son mas peligrosas, porque su fibra esta més
algjadadel c.d.g. y porque el momento quelasproduceesmayor. Por consiguiente, esperamosque lasolucién éptima
resulte de aplicar unaxil de compresion —N, con una excentricidad e por debajo de lafibra baricentrica(ver figura
3.28h), mas proximo ala fibra mas comprometida. Este pretensado, ademés de comprimir toda la secdon, induce
un momento negativo M,=-N,xe que reduce el positivo, mas peligoso, aunque aumente el negativo. El cdculo
confirmara(si eresultapositiva, hadaabajo) o desmentira(si eresultanegativa, hadaarriba) nuestraintuicion. Las
fibras cuya tracdon queremos controlar son:

(i) Lainferior, bajo la acaon combinada del momento pésimo positivo y los esfuerzos de pretensado: N=-N,,

M=+39,94-M;

N, 3994-M )

0,=-—L+———Fx0,395= 250 t/m
0,44 0,02107

(i) Lasuperior, bajo laacdon combinada del momento pésimo negativo y los esfuerzos de pretensado: N=-N,,
M=-34,57-M

N, 3457+M

0=-—L+——_Fx0,305= 250 t/m*

0,44  0,02107

Del sistemaformado pa ambas eauadones se obtiene M = 7,475mxt, N.= 157,79t. Como e= M /N,= 0,047m.
Ladistanciadel punto de glicadén del pretensado alafibrainferior serad= c-e= 0,348m.”

En la vida profesional ahora tendriamos que cdcular las tensiones de compresion en las fibras opuestas para
asegurarnos de que @ hormigon podriaresistirlas.

! Un alumno simpético asegurd en el examen que la solucion no era vélida porque € esfuerzo del pretensado "se escgpa por el agujero de
lasecdon'. Laredidad es que el pretensado se aplicaria a partes iguales en las dos almas del cg6n, probablemente mediante cales, de forma
gue su c.d.g. estuviera donde hemos cdculado.
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Ensefianzas:
— Hemos aprendido el dohle objetivo del pretensado:
+  producir unacompresion previa N/A en el hormigon que permita tracdonarlo pasteriormente, y
* producir un cierto momento N,xe contrario al momento mas peligroso,
» parareducir éste
» auna mstade anpeorar €l pésimo de signo contrario,
momento que es gratis: se mnsigue @n solo dar una excentricidad adeauada.

— No hemos visto en este problema:
e Quelapeor situadon puede ser en fase de geaucién
» cuando solo adue d pretensadoy, quizas, todo o @rte del peso propio,
» sinlas obrecagas que nos producian los momentos extremos.
e Que reducimos (0 anulamos) las tracdones a wsta de aimentar las compresiones, por o que
» hay que comprobar la maximatension de compresion que resulta.

Problema 3.7.3: Cabez caliente, alma fria 3
La ménsula de la figura 3.29a, cuya secaénen T se N
muestra en la figura 3.29 (E= 2x10° t/m?, o= 10°® 8 m

°C™Y), sufre un calentamiento uniforme de 20°C en la # #
cabeza superior. Sequieresaber quetensiones sufriran ~400 ym> M= 10,944 txm
lasdiversas scdonesdelaviga. <

La geometria de la secdén arroja A= 0,28 n,
c¢= 0,271m, ¢= 0,529m, I= 0,0151nt. Paraimpedir
toda deformadon necesitamos una distribucion de b) .
tensiones o= ~-Ee= ~-EaAT= -400t/n? sobrelacabeza 030, .03 )
(figura 3.29c). Para mantener dicha distribucion 7"—’—7553‘—‘—9‘

necesitamos en un esfuerzo de axil N=-64t y un ’

momento flector M= 10,944 txm. Pero como laviga +4253/m> +25 t/m?

es isostatica, los apoyos no podéan nngln REE Wi +280,1

impedimento a la dilatadén, no nos proparcionaran = > +2 P

dichos esfuerzos para «combatir» la deformacion - N=641 -

térmica tendremosque descargar lastensiones de esos

esfuerzos (figura 3.29d), con lo que se llega a la M . -

distribucion de lafigura 3.29. d) -154.8 1548 ¢
Figura3.29

Ladistribucién de deformadones ra plana Secddny diagramas del problema3.7.3

0,60 m 0,20
0,529 0,271

M=-10,944 txm |~

64 , 10,944
0,28 0,0151

€)= ( ]%: (0,114+0,362y)x1073

Ensefianzas
— Hemosresuelto un problema de dil ataa 6n nolined sobre el canto por el procedimiento «del dictador» que
consiste en:

e coloca tensiones internas que aulen toda deformaadén,

e ver qué il y que momento encierran,

 liberar dichos axil y momento (en estructuras isostéticas)

» sobrelasecdon total,
o de manera que sumamos estados de deformaaén plana.

— Encontramos que una dil atadén nolined sobre d canto produce unatensiones internas
e incluso en estructuraisostética (por €l hiperestatismo interno de la rebanada),
» distribucion que no es plana,
o porque no debe contener ni axil ni momento,
o debe ser autoequili brada
» queresulta d exigir que la secdén se mantenga plana,
o oseaque d diagramade deformadones si tiene que ser plano.
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20.000 kN/m?
= O KNI S o 20,000 x/(x+0.20)
N N, =l e — = - N
- s <N LT S N
S ¢ . = . - cht
B g = N]‘é .
Eﬁ ;ona fisurada % L ‘}ona isurada
o < b) S c) d)
a) 0,35 0,30 035
7 7 7 7
Figura3.30

Secdonesy diagramas del problema 3.7.4

Problema 3.7.4: No se aceptan tracdones
Paralassecdonesdelafigura 3.30ay c, cuyo material resiste hasta 20.000kN/n? de compresion pero noresiste
traccones, determinar el maximo valor del esfuerzo axil que se puede aplicar en el purto A de cadaunadeellas.

Laformulareina(3.3-4) de Navier no esapli cable porque el material no resistetracdones; habriaque encontrar una
subsecdon A(X), 1(X) que nos dieratension nula en el borde inferior parafuerza glicada en € punto A, y esto es
mucho mas dificil que empeza por € principio.

Empezamosconlasecdon redanguar (figura3.30a). Partimos de unadistribucion planade tensiones, como manda
Navier, sin tracdones (figura 3.30b). Para que €l axil aplicado en el punto A sea maximo, hacanos maxima la
compresion en la fibra superior. Desconocemos la profundidad x hasta donde alcanza € diagrama de «sélo
compresiones». Sabemos queel axil resultante delastensionesde compresion N, debe ser estaticamente equivalente
al axil exterior N,,.: deben dedar el mismo momento en cualquier punto del espado. Paraello espredso que el purnto
de aduadén de N, c.d.g. del diagrama de tensiones, esté predsamente en A (que es donde nos dicen que eta
aplicado N,,). Por eso paralasecdon redanguar x= 0,30 m. Su valor ser&

N,_- %o,3Oom,xac= 900 kN

Para la secdon en T de la figura 3.30c tiene que suceder 1o mismo: que €l c.d.g. del diagrama de tensiones de
compresion esté en A. Laresultante del diagrama esladetresfuerzesN,, N, y N, cuya resultante ha de pasar por
A. Como N, yapasa, solo faltaquelo hagaN, +N;, o0 seaque el momento en A de N, seaigua y contrario que el
deN;:

N= 11200000 1-—*_J020;  N,= 0,30120.000—%
2 %+0,20 2 %+0,20

X

le( 0,10—%0,20) - N3><( 0,10+%x)
0,04= 0,30x%(030+%) = x= 0,169 m

Con estevalor serecdculaN, = 1.084kN, N,= 1.832kN, N,= 232kN, total 3.148kN.

Ensefianzas:
— Hemos resuelto un problema de distribucién de tensiones en la que no se acgtaban tracgones:
e no hemos poddo aplicar laférmula deNavier por estarazon;
» pero hemos aplicado el mismo razonamiento de Navier:
» diagramaplano de tensiones,
o hien que sin tracdones,
» equipolente alos esfuerzos de partida
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e condosincégnitas:
» tension maximay
» profundidad de la zona comprimida, y
* condoseaiadones:
» igual axil interior que exterior, e
» igual momento exterior queinterior.
— Nuestro problemano era d tipico sino uno mixto:
e del diagrama de tensiones
»  conociamos d,, pero
» desconociamos i profundidad;
» delos esfuerzos:
» conociamos €l punto dande d momento es nulo, pero
» desconociamos € axil.

Problema 3.7.5: Flexién esviada, nlcleo central y pretensado
Paralasecdénen U delafigura 3.31a, sepide:

a) Dibujar y acotar € nucleo central de la secdén.

b) S sobre la secddn puede actuar un esfuerzo axil N, (kN), bien aisado o ben
simultaneamente con los momentos fledores M= 25 kNxm y M,=-18 kNxm,
determinar las coordenadas del purto de aplicacion del minimo esfuerzo N, para
gue no apaezcan tensiones normales de tracaon.

¢) Calcular lastensiones normales exremas. (Examen)

a) Paraflexién dole o esviadaentorno adosejesnecesitamoslaférmulade Navier
completa. Nosfijamosenunpunto (y,2) con coordenadas pasiti vas. Observamosque
un momento M, positivo tracdona los puntos con z positiva mientras que un
momento M, positivo comprime los puntos con y positiva; por consiguiente la
férmula on los dos momentos er&

<

M
+ yz—_zy

(3.7-1) _
I, 1,

0. (v.2)=

|2

Estaférmula, generalizaddn dela(3.3-4), solo vale referidaalos ges principales
deinercia delasecdon, con su origen en el c.d.g. Necesitamos la pasicion de éste
y los momentos de inercia respedo de anbos ges. Encontramos. A= 0,0568
y= 0,0749 y,~= 0,2251 (figura 3.31b), z= z= 045 ; |,= 0,4186x10°7
I~ 6,279%10°°

Parahallar el punto E; de coordenadas (0, -z-)del nicleo central colocamosen €l un

cierto N; de compresion (que dara un momento M= Ngxz) y obligamos aque la

tension en €l borde superior AB seanula:

B Ny . Npxzy
0,0568 6279x1073

O 5=

Asi pues, E(0; -0,246) y por simetria F(0;0,246).

0,45= 0 = z.= 0,246 m

Tensiones y deformaciones

0,04 0,26
g T

En el problema tipico nos daran los esfuerzos y buscaremos | as tensiones. Formularemos un sistema

N
K

0,04

0,82 m

— 7
o

a)

0,0327 0,0983

C

e

A/\Z B
e )

L= 0,4186x107F

L~ 6.279x10°
E

D b

0,0749 0,2251
AA——F

Figura3.31

Secddny nlcleo central del

problema 3.7.5

De manera semejante hallamos H(O; -y,,) y G(0; y,). Para @ primero anulamos latensién en el borde BD y para €l

segurdo, en el AC:

Ny Ne<yy

0 BD

10,0568 0,4186x1073

= + 0,2251= 0 = y,= 00327 m
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_ Ng . Ne¥yg
0,0568 0,4186x10°3

0, 0,0749= 0 = y,= 0,0983 m

Hemos buscado primero los puntos en que la excentricidad z de N daba valores extremos de M, y nulos de M, y
después, extremos de M, y nuos M,. Como la formula (3.7-1) eslined, s fijaramos valores intermedios de una
excentricidad, nos resultaria un valor intermedio de la otra: ello nos permite unir los puntos E, F, G, H mediante
recas (como ya hicimos muy alegremente en lafigura 3.9).

b) El momento M,= 25kNxm pone sus tracdones sobre el borde ABy €l M,= -18 kNxm, |as suyas sobre &l BD.
Por consiguiente, €l punto mas peligroso pa tracdones esla esquina B donde resulta:

Op= 25 0,45+ 18

0,2251= 11.471 kN/m?
6,279x1073 0,4186x1073

Esta es la tension que queremos corregir mediante pretensado. En principio, cuanto méas arrimemos el axil de
pretensadoalaesquinaB menosaxil necesitaremos paraanular esatracaén. Pero como €l pretensadotambién puede
aduar solo (sin los momentos M, y M, dados), no podemos sacalo del nicleo central para que por si mismo no
produzcatracdones. Lo méximo que lo podemos aceca aB es colocandolo en algiinlugar sobre el segmento FG.
Si lo colocamos en F necesitaremos:

+

0,0568 6,279x107?

—NF( 1 0,246 0,45) =-11.471 kN/m*> - N,= 3289 kN

Si lo hacamos en G:

—NG[ 1, 0,0983

0,2251|=-11.471 kN/m®> = N,= 162,8 kN
0,0568 0,4186x103

Estaeslaminima cantidad de axil necesariay G el punto donde colocarla. En posicionesintermedias del segmento
FG obtendremos valores intermedios de N. Si no lo crees, miraqué ocurre si colocas N en unpunto de FG :

y .z _
0,0983 0,246
0,246[1— Y )
-N)|—L—+ 0,0983) g a5+ Y 02251|=-11.471 kN/m>
0,0568  6279x10"3 0,4186x10"3

(Comprueba que las férmulas anteriores salen de poner en ésta y= 0 e y=0,0983) El minimo N(y) buscado se
corresponderia cn el maximo de la cantidad entre corchetes. Como ésta eslined, sus valores extremos estaran en
los extremos del interval o; luego los de N(y), también, c.q.d. (Te lo aseguro: rara vezvas a encontrar maximos o
minimos en estadisciplinaderivando e igualando acero; lo siento: tendrés que razonar en vezde li mitarte aoperar.)

¢) Latensién normal minima en valor absoluto sera 0 en B cuando adian «todos» y 0 en C con el pretensado solo.
La maxima compresion con axil en G y momentos € tendrd en Cy valdra

1628 25 s 18-162,8x0,0983

S 0,0749=-5.015 kN/m?
0,0568 6279x10°3 0,4186x10°3

La méxima compresion, sin embargo, sedaparalahipdtesis de pretensado aduando solo, y vale - 11.471kN/m? en
€l borde BD. Lo sabemos porque ée e el valor de latracdon que desde d principio queriamos anular en B.
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Ensefianzas
— El problematenia dificultades de tres tipos:
e deformular bien laflexion en torno alos dos ges principales de inercia,
» de encontrar €l nicleo central,
e de mloca bien € pretensado;
e y(comolostres mosqueteros) unacuartade no equivocarte d meter los datos geométricos de cada
formula.

— Paraflexion en torno a dos gjes:

e Escribimoslaférmula (3.7-1) observando:
» s tracdonao comprime un momento pasitivo sobre unpunto del primer cuadrante,
» colocandale, en consonancia, € signo + o € - a término correspondiente.

e Advertimos que laférmula sélo vale:
» referida alos gjes principales de inercia,
» con material homogéneo (un solo valor del modulo de dasticidad),

o deno ser asi homogeneizariamos,

» resistiendoigual atracdon que a @mpresion.

— Para encontrar el nicleo central de una secaén como ésta, con cuatro puntos extremos, se procede:
» colocandounaxil de cmpresion en unpunto genérico de calasemige,
e hadendo que seanulalatension en el vértice mas algjado,
» lo quenosdala excentricidad maxima sobre ese semigje,
» uniendo los puntos extremos en virtud de lalinedidad de (3.7-1).
— Sobre d pretensado con doble excentricidad aprendimos:
e ques puede actuar solo, hay que mlocarlo en el borde del nicleo central,
» sobre d borde méas cercano ala esquina méas tracdonada por |as otras cargas,
o en uro delos extremos de dicho bade.

— Ladificultad de operar en cadainstante con los parametros pertinentes la redujimos preparando una figura
con todcs ell os reunidos.®

8 Maldito disgusto me dio un colaborador por desoir este sabio consgjo.



4 Movimientos

4.0Importancia, dojetivosy contenido

Los movimientos que rediza lavigao piezaprisméticabajo sus cargas van a ser muy pequefios, pero importantes
deevaluar por dosrazones. (i) para asegurarnosde quevan aser todolo pequefiosquenosexige d clienteolasnormas
de construccion, por lo inquietante que resultala sensadén de que la estructura cede baj o nuestros pies; (i) porque
en estructuras hiperestéticas es necesario cdcular movimientos parallegar a evaluar sus esfuerzos.

Objetivos | Contenido

General:

— Aprenderacalcular movimientos en estructurasisostaticas de vigas bajo cargas;
e gravitatoriasy

e térmicas
Espedficos:
—  Entender lasimplicadonesde las hipdtesis simplifi cativas del cdculo de movimientos
pequefiosy saber aplicarlas .. ... ... . 84.1
— Entender lasimplicadones del Principio de Superposicion y saber aplicarlo . . . . §4.1
— Aprender a cdcular los movimientos que sufre una estructura isostética sometida a
o alargamientosSdisCretos ... ... 84.2
e €longadoN CoNtINUA . . . oottt e e et et 84.2

»  Con coacdones externas (de goyos aviesos),
»  concoacdones internas;
o QIrOSAISCIEIOS . . .o\ttt it §4.3
» enménsulas,
» envigas apoyadas,
o girosen los apoyos,
O CUNVAIUMA . .ottt et et e e e e e e e e . §4.3
» enménsulas,
> envigas apoyadas,
o conrotulasintermedias,
» por variadones térmices.

— Aprender cdmo se mueven los puntos de una estructura sometida a dil atad én térmica 84.4
e cuando ésta es uniforme,
» cuando no es uniforme.

— Conocer laférmulade Bresey € significado de sus multiplestérminos: . ... .. .. 844
* de arastre
» portrasadon,
>  por giro;
* relativos:
» €elongaaon:
o mecdaica,

o térmicy
» girosdiscretos o concentrados,
o roétulas

»  giroscontinuos (curvatura):
o deflexion mecanica,
o de arvaturatérmica

Adicional:
— Adaquirir soltura en € cdculo de movimientos

............................. §4.5




4.2 Movimientos

4.1 Simplificaciones de la microcinemética

Simplificacién fundamental

Lasimplificadon fundamental de la microcineméticaconsiste en suponer que los movimientos son muy pequefios
frentealasdemasdimensionesdelaestructura. Por estarazon|osmovimientosredbirane mismotrato que enCélculo
dabamos alos diferencial es: despredaremos |os términos de segurdo grado frente alos de primer grado, etc, etc..
Pero observa que nurcadespredaremos un término per se Sino en comparacidn con otro(s) mas importante(s).

Causas aidadas, sucesivas, smultéaneas
Un aumento de temperatura AT, causaen unabarrade longitud L unalargamiento AL,= aAT,L: sulongitud pasa
aser L(1+ aAT,). Con unaumento pasterior AT, lanuevalongitud pasara aser:

(4.1-1) L+AL= L(+aAT)(1+aAT)=L[1+a(AT,+AT,)+e’AT,AT, |

Despredando € producto de dargamientos como prescribe la simplificadén fundamental, la longitud final ser&
L[1+ (AT, + AT,)]. El dargamiento total es:

(4.1-2) AL= La(AT,+AT,))= AL,+AL,

Principio de Superposicion
Este resultado muestralo que proclama € principio de Superposicion que dice dos cosas:

— aplicandolas causas de forma sucesiva se obtiene ¢ mismo efedo que aplicanddas conjuntamente, y
—  (gue este dedo eslasuma delosefedosqueproduce @adacausa aidadasobre la estructura sin deformar.

Forzados a despreciar

Pero para que se aimpla estamos obligadss a despredar los
términosdesegurdo arden, " el alargamiento del alargamiento”,
igua que enloscdculosdeinterés smpledespredamosel interés
del interés'. Si no despredas, el cdculo no resultaralined (a
doHe causa no le correspondera dole efedo), y perderas el
vali 0so principio de superposicion que te permiteir sumando
direcdamente los movimientos aportados por causas diversas
(incrementosdetemperaturaen distintaszonasdela estructura,
fuerzas exteriores variadas, etc.) sobre la estructurainicial.

y/\

M ovimientos causados por un giro pequefio
Veamosacontinuadon cud esel movimiento que unpequefio
giro 6, ddl punto A causasobreotro punto B rigidamenteunido
aaguél (figura4.1). En cineméticaconvencional B describiria
unarco de drcunferenciaeiria aparar aB' distanteBB'= ABx 0, 7 7
Observa ahora €l desarrollo en serie de las funciones trigo-
nomeétricas en la figura 4.2a. Para angulos muy pequefios,
supuestos infinitésimos, se verifican las reladones de la
figura 4.2b (son las partes principales que utili zabas cuando
cdculabas limites). Por consiguiente:

Figura4.1
Movimientos en B causados por un giro peguefio en A

(4.1-3) BB'= ABx0 ,~ABxtgh ,=BB,

! En un céculo estricto tampoco podriamos aceptar laférmula"de interés compuesto” L(1+ @AT) porque laprimeraporciond(AT) dargara
untanto labarray el segundo d(AT) se aplicaria sobre la nueva longitud L[1+ ad(AT)], y asf sucesivamente. El cdculo riguroso habria de ser
como €l del interés continuo, que tiene una expresion exponencial.
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Lacircunferencia degenera

Laférmulaanterior nosdiceque paragirospequefiosel arco senb= 0-—+2~ -~ +.. = senO =~ O
de circunferencia BB' degenera en el segmento redo 3!2 52 75S
perpendicular BB, . En efedo, €l error B'B, es: cosO = _9_+0__0_+m & cosB ~ 1
21 41 6!
3 5 7
B'B = AB L__1|- 4B le}iei tgh = p-2,9.0°, . tgh = 6
cosO , 2 24 3 5 7
a) b)
que es de orden 2 en e movimiento &, y, por hipdtesis, Figura4.2
despredable. Desarroll os en serie de |as funciones trigonométricas

y partes principales
Hipotenusa= cateto grande
Ademas, a despredar ladistanciaB'B, resultaquejlahipotenusa AB, y el cateto grande AB tienenlamismalongtud!

Giro x distancia perpendicular
Pero hay mas simplificadones. EI movimiento BB, tendra componentes horizontal uy verticd v cuyas expresiones
resultan muy fadles de cdcular (figura4.1by):

(4.1-4) u=-BBsenp=-0 ,4Bsendp=-6,Ay
' v= BB cosdp= 0 ,ABcosdp= 0, ,Ax

0 sea desplazamiento horizontal = giro x distancia vertical (el signo depende del sistema ordenado elegido) y
desplazamiento vertical = giro x distancia haizontal.

Discriminacion angular

Enloscdculosanterioreshan apareddolosanguos @y 6, absol utamente heterogéneos en cuanto alaconsideradén
gue les merecen alas funciones trigonométricas. El primero esunanguo geométrico y como tal susceptible de ser
abrazadopor lasfunciones no, coseno, etc. El anguo 6, encambio, esunmovimiento, serdmuy pequefio (Ilo mediremos
generamente en mili radianes) y por ello siempre reemplazaemos:

sen® - O
(4.1-5) cosh - 1
tgd - O

Resumen:
— Losmovimientos, por hipdtesis, son muy pequefios; se despredan sus términos de orden superior

— Losmovimientos de una causa aterior no influyen en el cdculo delos de una causa posterior. Dicho de
otramanera: en &l cdculo de movimientos no intervienen los movimientos previos (sélo |os simultaneos).

— El principio de Superposicién permite cdcular los movimientos producidos por cada causa aduando sola
sobre laestructurasin deformar, y sumarlos algebraicamente para considerar el efedo detodas|as causas
aduando simulténeamente.

— Losgiros causan desplazamientos perpendiculares al radio:
Desplazamiento = giro x distancia perpendicular

— Lasfunciones trigonométricas discriminan alos anguos de movimientos (no alos geométricos), y hacen
senf - 6, cosf - 1,tgl - 6.
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4.2 Movimientos por esfuerzo axil

Muelle

Empezaemos por lo mas fadl. La piezamas sencill a que se mueve

por esfuerzo axil esel muellelined (figura4.3). El movimiento u se W iJ\N\/\[i

reladona ond esfuerzo sufridoF mediantelasencillaformulau= F/k. o u=F/k
=

La congtante k= F/u del muelle semide en uridadesdefuerzalongtud.
Figura4.3

- . . Movimientos en unmuelle lined
M ovimientos como suma de defor maciones discretas

Pese a su sencill ez este primer gemplo pandra de relieve que los
movimientos $n sumas de deformadones.

Ejemplo 4.2.1: Alargamientos discretos

La estructura de la figura 4.4a consiste en tres bloques H=30kN [ —120kN
infinitamenterigidos unidos por dosmuell esderigideces — ko — k- =
k, = 3000 kN/m, k, = 2000 kN/m. La estructura esta R AL %W LoD ]
sometida alascargashorizontalesH,=30kNyH,=20kN. ' 22 | 2> | 7 7 a)
Sepide calcular e movimiento horizontal de los purtos N, 50 kN |
CyD deaplicacion celas cargas. }

<f> J‘/Z 7720kN
Laley de esfuerzos axiles de la estructura es la que se b)
muestra enlafigura4.4b. Losbloquesrigidospermanecen Figurad.4
«impasibles» al esfuerzo que sopartan; los muelles, no. Alargamientos discretos del gjemplo 4.2.1

Estosresisten su esfuerzo alargandose. Tomanotade que
lasdeformaciones £ @l culanconlosesfuerzos opatadcs
(que para d muelle 1 son 50kN y para d 2, 20); no, con las cargas exteriores:

N
8,= M_ 50KV _ 16,667x1073 m
k, 3.000 kN/m
N,
8, ~2= 20 _ 10x107 m
2.000

N

L os movimientos resultan de sumar los alargamientos encontrados desde d purto fijo:

c
u.= £6,= 16,667 mm
4

D
uy= £8,= 16,667+10= 26,667 mm
A

Ensefianzas:
— Para cdcular movimientos |os pasos on:
» obtener los esfuerzos producidos por las cargas exteriores,
» obtener las deformadones producidas por los esfuerzos, y
e sumar (o integrar) los esfuerzos a partir de un punto fijo o de movimiento conocido.

— Errores freauentes on:
e cdcular lasdeformadonesapartir de las cargas exteriores (0 seg confundir esfuerzos con cargas
exteriores), y
e olvidar los movimientos de arastre del punto de partida

M ovimientos como integr ales de defor maciones continuas
En el siguiente ejemplo se pone derelieve que (i) en el caso més general, los movimientos son lasintegralesde las
deformadones, y (i) que no necesitamos eval uar aquéll as analiti camente: la evaluad én numéricapuede ser exada.
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Ejemplo 4.2.2: Alargamientos continuos
La viga e la figura 4.5a soparta una carga axial f‘ p=-30 kN/m

uriformep=- 30kN/m. Surigidezaxial esSEA=150000 (X000 IO O0ISI 0TI X

kN. Se pide calcular el movimiento horizontal de ==
cualquier purto delaviga. 745 5 m 7/%}/7 2
En este caso, cadarebanada dx devigase alarga, por  _ 1\ >
laacdondel esfuerzoaxil N(x)quesoparta, lacantidad 2 >« /

Ad(X)= e(x)dx= N(X)dx/EA. Asi pues, lo primeroque ' ; b)
necesitamos parael cdculo de movimientoseslaley , x >‘N(X):’ 150(1-x/5) kN

de esfuerzos axiles; ésta es la representada en la
figura4.5b. El movimiento u(x) vendradadoahorapor
laintegral (envezdelasumadel caso anterior) delos
alargamientos de cala rebanada desde d punto fijo hastallegar a «la nuestra:
]. Z=Xx
u(x) i N(z)dz

Sinembargo, raravezcdcularemoslaintegral hall andosu primitiva. Como equivaleal areadel trapedode esfuerzos
entre N(0)= -150y N(x)= -150(1 -x/5), resulta:

150+150[ 1-% .

5 _
a wx)=-— " x= —— (150x-15x2)=-(x-0,1x2)x1073 m
(a) *) = — J=-( )

Figura4.5
Alargamientos continuos del gjemplo 4.2.2

Comprobaddn: en el extremo B, x= 5, € movimiento debe resultar —%%xs =-2,5 mm. Concuerda.

Ensefianzas:
—  End cdculo dedeformadones(como en el detensiones) intervienen los esfuerzos; no, las cargas exteriores.
Por ello:
e hemos empezalo por cdcular los esfuerzos (a partir de las cargas exteriores y sus reacg¢ones de
apoyo).

— Losmovimientos resultan siempre de integrar las leyes de esfuerzos:
e aqui eralaley de esfuerzos axiles dividida de larigidez ia EA. Sin embargo:
» raravezredizaremos las integrales de |os esfuerzos analiticamente
» lo habitual sera cdcularlas como las areas encerradas.

M ovimientos adicionales por apoyas aviesos
Enalgunoscasoslosapoyosinducen movimientosque aqui llamamos
seaundarios, aunque solo pa el orden en que los cdculamos.

Ejemplo 4.2.3: Alargamientos con restricciones externas

Determinar losmovimientoshorizontal u, vertical vygiro 6 detodcs
los puntosdelamismavigadel ejemplo anterior pero colocadacon
unainclinacionde6(Py sustentadacomo semuestraenlafigura4.6.

El acortamiento por axil produciraun primer movimiento w(s) segun
el gedelavigaquevadralo obtenidoenlaeauaddn (a) del emplo
anterior:

(@ w(s)=-(s-0,152)x1073 m

Este primer movimiento tiene componentes horizontal y verticd de

valor:

) u(s)=-(s-0,152)cos60°x1073 m
v(s)=—-(s-0,152)sen60°x10% m

Sinembargo, estosmovimientos «primarios» no sonlosfinalesporque _ Figuad6
. . . Movimientos con coacdon ce goyo
no satisfacen lacondiciondeque B semuevaenlaverticd u(s=5)= 0. del gjemplo4.2.3

Calcularemos el movimiento complementario de dos maneras.
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a) Procadimientofisico. Al acortarselaviga2,5mm(cdculadoenel g emplo anterior) el extremo B pasaria alaposicion
B'. Como ésta esincompatible con la exigencia de que B se mueva sobre laverticd, labarraenteragiraraen torno
asu extremo A hastadar con B' en B, (figura4.6a). B' B, seriaen principio unarco de circunferenciacon centro en
A pero como enmicrocinematicalacircunferenciadegenera en unsegmento perpendicular a radio, B' B, esunsegmento
perpendicular a AB de magnitud B’'B,= BB'tg3C°= 1,443mm El giro 6,= -B’'B,/AB=-0,2887mrad. (Dividimos
por ABy no pa AB' porquelasmedidasgeométricas £tomansiempredela estructurasindeformar.) A losmovimientos
u(s), v(s) hall ados antes habra que sumarles -, xy, 6, xx respedivamente, segln (4.1-1).

b) Procedi miento matematico. A losmovimientos«primarios» (b) habraque diadirleslosdeunpasiblegiro desconocido
entorno aA: -6, xy, 6, xx. Resultaran:

u(s)= —%(s—O,lsz)XI0'3—BA><s§

© V(s)= —?(s—O,lsz)X10'3+6A><s%

0@s)= 0,

Para determinar 6,imponemos la condicion u(s=5)= 0y encontramos el mismo valor que antes. Los movimientos
finales on losindicados en (c) con 8,=-0,2887mrad

Ensefianzas:
—  Cuando setienen movimientos por elongadon de unabarrahay que comprobar si |os apoyos los permiten.
» En caso contrario habra que aiadir movimientos de solido rigido.

— Losmovimientos de solido rigido se pueden cacular de dos maneras:
» por & procedimiento fisico, entendiendo la dneméaticadel problemay aplicando trigonometria,
» remmendable para grender el funcionamiento de las estructura, o
. por el procedimiento matematico, que mnsiste en introducir movimientos desconocidos de sdlido
rigidoy determinarlos con las condiciones de mntorno en los apoyos
» masautomatico de formular.

M ovimientos adicionales por coacconesinternas
Los movimientos que llamamos «seaundarios» y que en el ejemplo anterior eran inducidos por un apoyo, pueden
ser inducidos también por las restricdones internas de la propia estructura.

Ejemplo 4.2.4: Alargamientos con restriccionesinternas c

Queremoscalcular el movimiento del nudoC delaestructuradela o

figura4.7a El pilar CB esdehormigdn, de0,20x0,20n7 desecdon

yméduo deelasticidad2x 10*°MPa, y €l tirante deacero, de 20cn? ¥ CHT100kN .

de secd6ny moduo de dasticidad 2 10° MPa. 3 ------------------ : =
1

Laestructura esisostéticacomo ladel problema2.7.2 por larétula a)

en C. Alli aprendimostambién quelacargaen el nudosedistribuye .
entrelasdospiezasde acierdoconlaregladel paral€logramo desuma
vedores (figura 4.7b): Ngg =-200 kN, N, = 22361 kN. Para

demostrarlo basta con cdcular las reacéones: Hy = 0 para que €l A
momento fledor en C seanulo; por consiguiente, H,= -~100kN. Las a B;W;/
reacgonesverticaestienen que aquili brar e momento devuelco 100x5: / s A
Vg =-V,= 200kN. Comprueba éhora que lasreacéonesen Ay en "
B llevan ladirecddn de las pieza que Il egan a esos apoyos.
Figura4.7
Los alargamientos de las pieza son 6= NL/EA: J,c = 3,125mm Movimientos con restricdones internas
O =-1,250 mm Observa qué pequefias son, en general, las del gemplo 4.2.4

deformadonespor esfuerzo axil i ncluso en vigasesbeltas. Al dargarse

€l cable, supunto C querriamoverseaC'’. Al acortarselacolumna, supunto CintentariairseaC “’. Estadiscrepancia
lanegocian yéndose a punto deintersecdadn delascircunferenciasde centroen Ay radio AC' y centroen By radio
BC " Como estascircurferenciasdegeneran enredas(84.1), laintersecadn seproduce e C,. Asi pues, 8,= -C C,/AC,
6,=-C"C,/BC. No olstante saber esto, haremos €l cdculo pa e méodo matemético:



§4.2 Movimientos por esfuerzo axil 4.7

udO= -0 x5+3,125x0,447= -0, x5= uFO 0,=-1,618 mrad }
vP= 0 ,x2,5+3,125%0,894=-1,250= vF? 0,=-1,897 mrad

Entrando con estos valores en las ecuadones anteriores < determina u.= 9,484 mm v.=-1,250mm

De otro modo
Sean u. y V. losmovimientosdel punto C. Sus proyecdones sobrelas piezas ACy BC han de dar losaargamientos
de las mismas:

8 ,0= u-x0,447+vx0,894= 3,125 u.= 9,491 mm
8pc= ve=-1,250 [ 7 v.=-1,250 mm
Contragradiencia
Observalacontragradiencia o diferencia de trato entre fuerzas y movimientos. En lafigura4.7b lasfuerzasen las
piezas se proyedan sobre el nuda En las eaiadones anteriores, |os movimientos del nudose proyedan sobre las
piezas.

Ensefianzas:
— Hemos aprendido que las fuerzas que adtian en un nwo sélo producen esfuerzos axiles obre las piezas
gue lo forman, y
. cuandosolosondospiezas, € reparto seshacemediante laregla ddl paraelogramo de suma de vedores.

— Hemos cdculado los movimientos del nudo a partir de los alargamientos de las piezas:
e por el métodofisico, que nos adelantaba los sgnos de |os movimientos;
e por el métodomatematico de afiadir giros de solido rigido paraigualar |os movimientos del nudo
en cadapieza
» Unavariante de este método mateméatico nos permiti é reducir el cdculo, a msta de no
determinar los giros de sdlidorigido.

—  Hemospuestoderelieveel principiodecontragradiencia, por el cual se tratan de manera diferente el reparto
de fuerzas y movimientos en un nulo:
e lasfuerzas que atlan sobre las pieza € proyedan sobre d nudo;
* losmovimientos del nudo se proyedan sobre las piezas que [o componen.

Resumen:
—  Losesfuerzosaxil esproducen elongadonesdelaspiezaafedadas, semejantes alos de una dil atadon térmica
* Se cdculan, por tanto a partir de las leyes de esfuerzos axil es; no, de las cargas exteriores.

— Lospasos para € cdculo son:
e determinar laley de esfuerzos axil es,
e pasar de esfuerzos adeformadones dividiendo pa larigidezEA,
* sumar o integrar adeauadamente las deformadones anteriores:
» laintegral se mnvierte en el &reade laley de esfuerzos, pero
» pueden aparece fadores como senosy cosenos de &gu os geomeétricos.

— A veceslos movimientos no se producen en ladirecdon de la piezapor restricciones externas o internas.
Entalescasos, alosmovimientos primarioshay que sumarlesotros de séli dorigidoquelos compatibili cen
con las restricciones mencionadas. Estos movimientos de sélido rigido se pueden determinar:

» por e métodofisico, que requiere entender como se producen exadamente estos movimientos,
o}
. por & métodomatemédtico, incluyéndolos en férmulas de validez general que igudan los movimientos
de los nudos en los extremos de las piezas que a él os concurren.

— Elprincipiodecontragradiencia marcalasdiferenciasfundamentales en |a forma de repartirse las cargas
y los movimientos de un nudo:
e lasfuerzasenlaspieza £ proyedan sobre las del nudo, mientras que
* los movimientos del nudo se proyedan sobre las piezas.
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4.3Movimientos por flexion

Muelle rotativo
Empezaemos otra vez con lo mas fadl, que para movimientos por
flexion (momento fledor) es el muelle rotativo (figura 4.8). El giro
Osereladonacon el esfuerzo sufrido M mediantelasencill aférmula
0= M/Kk. La rigidez k= M/ del muelle tiene dimensiones de
fuerzaxdistanciay unidades de momento/radian. Aprenderemoscasi
todolo quehay que grender en este caitulo estudiandolosmovimientos
de ménsulasy vigas formadas por piezas rigidas unidas por muell es
rotativos. Figura4.8
Movimiento en muelle rotativo

Ejemplo 4.3.1: Flexién discreta en una ménsula

Lameénsula delafigura 4.9aesta compuesta pa trespiezasindeformablesunidaspor muell es rotativoscuyas rigideces
(en kNxm/rad) se danen la propia figura. Solre la estructura actanlas tres cargas purtuales que se muestran
en lafigura. Se quiere determinar los movimientos de los purtos de aplicacion ce las cargas.

L os momentos que deforman |os muell es son mésfadl es de cdcular quede

lea enlaley demomentosfledores(sobreladiredriz AB) delafigura4.9b.
Son: Tabla4.1

Coordenadas de purtos de interés
M,=-10%x0,5=-5 kNxm i

M,=-10%x2,5-10x1,5=-40 kNxm Coordenadas
Sufrirén los giros: Punto

M, 3 M, 3 X y

0,= —==-0,5x10" rad 0,= —=-2x10"° rad.

k, ky 1 2 0
Ladeformada se daen lafigura4.9c con los angu os muy exagerados (200 2 4 0
Veces). B 6 0
Conviene cdcular los movimientos desde un punto fijo; en nuestro caso es C 15 05
el A. Esobvio que d punto C no semueve porqueno hay ninguradeformadén : :
enel caminoquevadeAaC. Losmovimientosdel punto D son, deacuerdo D 3,5 -0,5
con (4.1-1) (ver tabla4.1 con coordenadas):

E 4,5 0,5

0,= 0,=-2 mrad («)

up==0,0p-y)=-(-2)(-0,5)=~1 mm (-)
vp= 0,(xy—x)=-2x1,5=-3 mm (1)

Losdel punto E se cdculan de igual maneray usando €l principio de superpasicion:
0,= 0,+6,=-2,5 mrad (<)
u;=-0,;-y)-0,00-»,)= 2x0,5+0,5%0,5= 1,25 mm (=)
vg= 0,(xz-x)+0,(x;~x,)=-2%x2,5-0,5%0,5=-5,25 mm (1)

Observaquelosgiros ontodosnegativos, losmovimientosverticaes, todoshada aajo (negativos), y loshorizontales,
positivospor encimadel je ABY negativos, por debajo. Coincide conlo que seesperadelafigura4.9c. Lospuntos
de ladiredriz no tienen movimientos horizontales porque en ellos Ady= 0.

Es posible también cdcular los movimientos desde un punto mévil cuyos movimientos de arrastre conozcanos.
Ental caso hemosde considerar el efeco del arrastrey el relativo. Supon que hemos determinado |os movimientos
deF, v.=-2mm 6.=-2 nrad. Desde d podemos cacular losde D y E como sigue:

0,= 0.=-2 mrad
up= up-0,(p-yp)=0+2x(-0,5)=-1 mm
Vp= vpt0L(x,-xp)=-2-2%0,5=-3 mm
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ol o
0,5 S 0,5 S 0,5
10 kN 3 S 10 kN
-%— 2 (R I g
A : C "M— | ™) | S

Figura4.9
Ménsularigida mn giros concentrados del jemplo 4.3-1

0,= 0,+0,=-2-0,5=-2,5 mrad
U= Up=0,0;-y)-0,z-y,)= 0+2x0,5+0,5x0,5= 1,25 mm
V= Vet 00— x)+0,(x;—x,)=-2-2x1,5-0,5%0,5=-5,25 mm

Ensefianzas:
— Hemosresuelto un problema en que las deformadones eran de giros concentrados.

— El giro en un puto es el momento flector en ese purto dividido pa larigidezen él.
— Por €elo el primer paso es determinar |os momentos fledores.

— Losmovimientos causados en unpunto pa giros concentrados on:
e sumas (superposicion) de movimientos independientementes,
e productos de giros por distancias (medidas perpendicularmente aladirecadn del movimiento),
como en (4.1-1),
. delosgirosque encontramosdesde el punto de partida hasta ll egar al nuestro pa un camino sobre
la estructura.

— Losmovimientos & miden desde un punto de partida:
e s el punto esfijo, resultaran movimientos absolutos; es |o conveniente;
. si el punto esmovil, €l resultadoes relativo; para obtener el movimiento absoluto habra que sumar
los términos de arr astre:
» ¢l propio movimiento del punto, mas
» sugro pa ladistancia(en el caso de trasladones).
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Ejemplo 4.3.2: Flexién discreta en una viga; giros en losapoyos
La viga simplemente apoyada de la

figura 4.10a estd compuesta por tres 0,5
piezasindeformablesunidaspor muell es
rotativoscuyas rigideces(enkNx myrad)

VO’SV

10.000

se dan en la propia figura. Sobre la y rc = | L E ] B
estructura actan las tres cargas S T R E Ol SRR PRSP s
purtuales que se muestranen lafigura. ;k ) ‘ ] ‘LTD 2 ‘) e
Sequieredeterminar losmovimientosde z A T V 9 kN
los purtos de aplicacion celas cargas. = 1 Lo Im 1 B 1 , ! 1 ,T\ Z
o 4
Para cdcular los giros en los muelles - ‘ =
necesitamos encontrar los momentos (\7 / “i2s
fledtoresaque estan sometidos. Estos ©n 1127’7255 ‘ 7 18.73 )
mucho masfadlesdecdcular quelaley ' L A0S M= 24 kKNxm )
delafigura4.10p; M, =21 kKNxm ?

M,= 12,75x2-9%0,5= 21 kNxm

M,= 14,25x2-9%0,5= 24 kNxm P---:
Los giros respedivos son &,= M, /k, =
1,05mrad, 8,= M,/k,=2,4mrad. Para
gueestosgirosseproduzcany lavigase
siga sustentando en A y B, es
indispensable que se produzcan girosen Figura4.10
losapaoyos(figura4.10c). Determinaremos Viga simplemente goyada @n giros concentrados, gjemplo 4.3.2
€l giro en A con la condicién de que la
flecha en B seanua

(@ vp= 0,(x5-x)+0,(x5-x,)+0,(x3-x,)= 0
vp= 0,6+1,05x4+2,4x2=0 = 0,=-1,5 mrad

El giroresultanegativo como anticipabalafigura4.10c. El métododecdculo utili zadohasidoel general: hace nula
lafledha en otro apoyo. Para cacular &, hacanoslo mismo, anuar laflecha en A:

(o) v,=-0,6+0,4+0,2= 0 = 0,= 1,95 mrad

Unavez caculados|os giros en los apoyos, podemos cd cular los movimientos de asalquier punto de laviga, por
laderechao pa laizquierda; por donde resulte plus facil e.

Por €l lado fadl (mas cercano):
0.= 0,=-1,5 mrad
u.=-6,%0,5= 0,75 mm
ve= 0,x1,5=-2,25 mm
0,= 0,+0,=-0,45 mrad
uy=-0,%(-0,5)-6,%(-0,5)=-0,225 mm
vp= 0,%3,5+0,x1,5=-3,675 mm
0,= 0= 1,95 mrad
u,=-60,%0,5=-0,975 mm
vp=-0;x1,5=-2,925 mm
Por €l lado agado:
0.= 05-0,-0,=-1,5 mrad
uq=-05x0,5+6,%0,5+60,%0,5= 0,75 mm
ve=-0,x4,5+0,%x2,5+60,%0,5=-2,25 mm
0,= 0,-60,=-0,45 mrad
up= 0,x0,5-0,x0,5=-0,225 mm
vp=-0,%2,5+0,%0,5=-3,675 mm
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0.= 0,+0,+0,= 1,95 mrad
u;=-(0,+0,+0,)<0,5=-0,975 mm
vp= 0,%4,5+0,x2,5+0,%0,5=-2,925 mm

Ensefianzas:
— Lo primero es determinar |os esfuerzos deformantes: aqui, los momentos fledores.

— Enel cdculo de movimientos en vigas biapoyadas intervienen siempre los giros en los apoyos;
» olvidarse de dlos puede ser trégico: suelen dar la cmmponente més importante del movimiento.

— Losgirosenlos apoyos £ cdculan imponiendo flecha ceo en otro apoyo;
e partimos del supuesto de que seran positivosy el cdculo determinaravalor y signo.

— Losgirosenlosapoyos 6,y &, son giros absol utos (medidos respedo de ladiredriz original); cuando son
positi vos:
e suben los puntos asu derechay
» bajan los puntos que estan a su izquierda.

— Losgirosconcentrades 0, y @, son girosrelativos (diferenciaentre el giro por laderechay € giro pa la
izquierda); cuando son pasitivos:
e suben los puntos adiestray siniestra.

Comprobacién
Si venimospaseandodesde P aQ siguiendoladeformadadelaviga(figura4.10c) efecduaremoslossiguientesgiros:
0., 6., 8, y finalmente - G, parareaperar laorientadon inicial. Por tanto:

0,+20,-0,=0 = 05,= 0,+20,
Hallazgos
En los dos gjercicios anteriores has descubierto las claves del cdculo de movimientos:

— Enlos puntos flexibles % producen giros concentradcs de valor 6= M, /k
* porlo que @ primer paso es determinar los momentos fledores en ell os;
* sonderazarelativa (valor por laderechamenosvalor por laizquierda) y tratan igual alos puntos
asu derechaque alosasuizquierda.

—  Enménsulascdculamosmovimientosdesde & empatramiento; en vigas apoyadas, desde |os apoyos; aunque
e podemos partir puntos moviles a condicion de introducir los movimientos de arastre.

— Envigas biapoyadas % producen gros en los apoyos.
» esimprescindible cdcular uno de dlos;
» se cdculan con la @ndicion de flecha ceo en otro apoyo:

_XZOx(L-x)
L

_ 20 xx,
L

(4.3-1) 6= 0,

» lapruebadel 9es:

(4.3-2) 0,= 6,+260,
» son deraza absoluta: suben (bajan) los puntos a su derechay bajan (suben) los a su izquierda.

Siguiente obj etivo

En los ejempl os sigui entes pasaremos de giros discretos a giros continuos, repartidos; esdedr, curvatura. Veremos
lo paco que canbia d cdculo paquetransformaremoslosgirosrepartidosen urnspocosgirosconcentradosen purntos
estratégicos, y todovolvera aser como en los dos g ercicios precalentes.
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Ejemplo 4.3.3: M énsula con momento en la punta
Calculemosd giroylaflechaend exremo delaménsula §A a) '('3]\/10
\ B

delafigura 4.11a).

Cadarebanadadx devigagirarddg= ydx= Mdx/El, asi >
gue en vez de los giros finitos concentrados en ciertos 1\@/}» %/ // // X
puntos de los gemplos anteriores, tendremos giros

infinitamente pequefios y en cantidad infinita
desparramados por todalaménsula. Como el momento
fledor tiene e mismo valor en toda la ménsula
(figura 4.11b), la curvatura y= M/EI es constante: la

deformada es en redidad una drcunferencia de radio
R= EI/M (figura4.11c).

Los movimi entos en B seran:

ze qu) fLM(x)dx

Ménsula mn momento en el extremo del jemplo 4.3-3

_ . N o [ M), Figura4.11
va= Z6/L-x)- fA db (L-x)= fo LR ,

Lassumasdeinfinitésimos se han convertidoen integralesdefinidas. Afortunadamente cai nuncalascd cularemos
hallando su primitivay evaluandola en los extremos. Acudimos al teoremadel centro de gravedad paraafirmar que
laprimera de ell as es el &reade momentos dividida de El y lasegunda, el momento del valor anterior respeco del
punto x= L. En nuestro caso:

0.= L@dxz £
B Jo EI EI
L M(x) L M, | ML
v.= ["B71-x)d= 0, 2= —2[==
B f E]( ) By EI 2  2EI

I nterpretacién geométrica: teoremas de M ohr

El girorelativo entre Ay B esigud al area de momentos entre esos purtosdivididadeEl, y la flecha (distancia del
B movidoalatangenteen A) resulta como si todoese giro estuviera concentradoen el centro degravedad del area
de momentos (figura4.11c). Estos dos «hall azgos» se conocen ni mas ni menos que con el nombre de Teoremas 1
y 2 de Mohr.

Con estos hallazgos es fadl cdcular el giroy laflecha en cualquier punto x (figura4.11c):

Area de M.\, M
0(x)= AL ey
EI EI

M, x)_ M x?
EI 2 2EI
Ensefianzas:

— Los movimientos de flexion los producen |os momentos fledores: 1o primero es determinar éstos.

— Hemos descubierto los teoremas de M ohr :
» ¢l giro relativo entre dos puntos es el areade momentos fledores entre dlos, dividida de El;
e laflecha(movimiento, distancia) deunpunto conreladén alatangente en otro es el producto del
giro anterior, concentrado en el c.d.g. del drea anterior, por su distancia d segundo punto.

— S € punto de partida es un empotramiento fijo, |os movimientos absolutos on iguales alos relativos.

«Giros gordos»

Como enlasrevoluciones, hemosdadoungiro de 36(°; todohacambiadoy todoestaigual que antes. Comenzamos
con problemas poco redes de giros concentrados. Avanzamos «ideol 6gicamente» atratar problemas de curvaturas
ogirosdistribuidos. Y encontramos que éstos Ultimos sereducen alos primerossi sabemos concentrar lascurvaturas
en puntos estratégicos donde se producen «giros gordos».
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C.d.g.’s sempre sobre la directriz

Estos puntos son centros de gravedad totales o parciales areas de curvaturas. Como las curvaturas seinstalan en la
diredriz delapieza losc.d.g.’s hay que considerarlos siempre sobre la diredriz, nuncadespegados de ella seglin
€l cgpricho delaescdaque hayamos querido elegir pararepresentar lacurvatura. (En buenaley, lacurvaturahabria
gue representarla en unplano perpendicular a de flexion; al del papel, en todaos los g emplos de dos dimensiones
guetratamosaqui.) Enlatablal.1vimoslaséreasy posicionesdelosc.d.g.’sdediversasfigurasy lo muy fadl que
esreordarlas por laseauenciade losfadores 1, 1/2, 1/3,...delas&reasy 1/2, 1/3, 1/4,...delos c.d.g.’s.

Ejemplo 4.3.4: Ménsula con cargaen la punta
Queremos encontrar los movimientos del exremo B de la ménsula dela figura 4.12a.

Laley de momentos fledores esladelafigura4.12h. Su dreaes¥2bx h, su c.d.g. estaen x= b/3. Las formulas son
las mismadel problema anterior; solo varia su evaluadén:

o Areade MIZ 1-pL _ PL’
B EI 2 EI 2EI
Area de M/ 1-PL, 2L _PL?

Xp—Xs)= —=
EI ) 2 EI 3 3E

Si queremosevaluar Ax), v(x), consideramosel areademomentosentre Ay x; esuntraped o cuyo ¢.d.g. N0 conocemos.
Podemos evitarlo descomponiendo € area en unredanguo més untrianguo o en dos tridnguos. Por € primer
procedimiento (figura4.12d) sale (para éreviar llamamos z= L -X, después desharemos €l cambio):

VB:

Area EIO),
P “PL Area EIO,
¢ -Pz
. - —
N A B
a)
Area EIO
-PL
ky@m/ Y
Area EIO® ,
! Area EI60,

6
444444442‘.}%
=Y

Figura4.12
Diversos cdculos de los movimientos de una ménsula @n ura caga en la purta
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0(x)= f f(s)ds 0,+0,= [ %P(ZZ)x) +( —sz)=_PL2[2£—[%)2

M, _ _ 3 2 3-
v(x)= fH f(s)(x—s)ds: ®1(x—£] +®2[x—£)= (—lP(L Z)x)§+[ sz]fz—PL 3[£) —[ﬁ)
s=0  EI 3 2 2 EI 3 ET )2 6EI| \ L L)
Por el segurdo procedimiento (figura4.12e):

2 2
e(x): ®1+®2= —lﬁx =+ —l&x =—P_L2£— i
2 EI 2 ET 2EI| L \ L

3 2 3
v(x)= 0, x— +0, -2 1PLx = —l&x Xo_PLAfx) (X
3 2 EI 3 2 EI )3 6EI| \ L L
Serdbueno que entiendasques hubiéramosdividido pa lactradiagonal del trapedo, lostriangulosobtenidoshabrian
sidolos mismos, sélo que «montadas» alainversa, el segundo sobre @ primero.

Ensefianzas:
— Hemos resuelto un caso bastante general de cdculo de girosy flechas resolviendo inconscientemente las
siguientes integrales:

0()|%= éfs:)fo(s)ds

(4.3-3) 1 oo
V)| = Efo Mys) (x-5)ds
— Las hemos resuelto numéricamente grovechando que:

» ¢l giroese areade arvaturas (momentos/El) entre los puntos;

» laflechaese momento de dicha aearespedo del segundo punto.

—  Cuandohay figurascomplgjas, sepueden descomponer en otras smples, cuyo c¢.d.g. conozcanos para tomar
momentos;
e noimportalaformade ladescompasicion, pero
* losc.d.g. tienen que estar situados bre ladiredriz.

Vigas apoyadas: novedades vigjas

Cuando cdculamos movimientos en vigas simplemente apoyadas, surge €l inconveniente visto en el jemplo 4.3-2
dequetenemosqueempeza cdculandoal menosungiro en unapoyo, que esdenaturalezaabsoluta, y queobtenemos
obligando a que laflecha seanula en otro apoyo.

Ejercitatu memoria

Los giros que dgures cargas $ncill as producen en los apoyos |os debes memorizar porque los necesitaras muy a
menudo. Latabla4.2 remgelosqueterecmmiendoencareddamente quereauerdes. También hasde saber obtenerlos
con soltura. El tercero lo oktendremos a continuadon.

P
Ejemplo 4.3.5: Viga gooyada con carga puntual \L
Calcularemos los giros en los apoyos de la tercera figura de la A B
tabla 4.2 (figura 4.13a). IS U R s N 2
(fig ) /o~ ) J %;
Moviéndonos desde A hasta B encontramos el giro 6, de valor a) 0.5 ; :
desconocido, y losgiros @, en G,, x= 2a/3y @, enG,, x= L-2b/3 RARU G
con losvalores de las areas trianguares que se dan a continuadén QH 0>
(figura4.13b). Obligaremosaquelaflechaen B causadapor todcs
ellos :anua. p ELO7 5o
— 1Pab . @: lPabb \Gx I Pab/L 2
Y2 LEIl > 2LEl ‘ L
B a 2.1 EI0O]
Vg= BAL+®1(§+b) +®2[§b)— 0 . R 9
/\V a /\V b /\V
0,L+ 6”‘”’ [@2+3ab+262) 0 . L .
PL b Figura4.13
0,L+ a [(a+b)2+ab+b } Célculo de giros y flechas

6LEI en viga biapoyada @n carga purtual del gjemplo 4.3-5
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Tabla4.2
Férmulas de giros en apoyos causados por cargas encill as que debes recordar
M,L M,L ML ML
eA = B= — eA =— eBz
3EI 6EI 6EI 3EI
b) M,

UM,
) 2173 |
c) P
) o, uuuu¢u
S A N R EEE R R R 5

0,L+

A

Pab (124b1)= 0
El
__ Pab(L+b)

6LEI

De manerasimétricaresultalaotraférmula. Si queremos cacular laflechaen x <a, consideramos|os movimientos

por 8,y @, en2x/3:

v(x<a)= eAerlP_bx l = Pbx[

a(L+b)-x?

2LEI 3 6LEI

Ensefianzas:

— Losgirosen los apoyos £ cdculan con la condicion de flecha nua en otro apoyo

— Lafledcha en unpunto resulta del producto de los giros por las distancias:
» losgiros que encontramos desde un apoyo hasta d punto en cuestion; incluye:
» ¢l giro del apoyo, que e absoluto; cuando es positivo:
o subelos puntos aladereda,
o bagalospuntosasuizquierda;
» ylosgirosgordosde las aress de arvatura mncentradas en sus c.d.g's, que son giros
relativos porque, cuando son pasiti vos, suben los puntos a diestray siniestra;
e por lasdistancias de esos giros a punto en cuestion, con los sgnos de |as reglas anteriores.
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Ejemplo 4.3.6: Vigabiapoyada con cargauniforme
Calcularemoslosgirosenlosapoyosdelavigabiapoyada aon
cargauniforme(figura4.14a) con poco esfuerzo aprovecando ‘l’ ‘l’ ‘l’ ‘l’ ‘l’ ‘l’ ‘1’ ‘l’ ‘l’ ‘1’ ‘1’

lasimetria. Estaexige 6,= - 6,,y como O,+ X6 = G,reslita Asmme—m—m——m—mrr—
(figura 4.14b): ~L0, :vm eB/ @

MA(x 2 3 D N — S

8,- 6 =—2:e fo() _ 12417, 4L Ny ~
2 238El 24EIl a) R //ReB
guenosdicequeal serigualeslosgirosenlosextremos, cada 0 g\f\: é o
uno eslamitad del giro relativo que los separa, la mitad del G, EI0, G, - El9
area de arvaturas. Si queremos la flecha en € centro,
consideramos que la pardbola «grande» entre Ay L/2 es un (\57
readénguo con c.d.g. en G, menos una pardbola «pequefia»
(como ladelatabla1.1) conc.d.g. en G, (figura4.14b): 78 b)
G, L
o -9 L,gl?LL 1gL°L(L _1L)__5qL* * i
12 Ao gEr24 38Er2\2 42) 384EI Figura4.14
Calculo de flechasy giros en la viga biapoyada

Truco: Cuandolaley de arrvatura es sSmétrica, el giro en €l con sobrecaga uniforme del giemplo 4.3-6

punto medio esnulo. Podemos stuarnosené y considerar que

lavigason dos ménsulas que se curvan hadaarriba: laflecha

aparente enlos apoyos serdigual y designo contrario aladel

punto medio:

B_ qL?’LL 1qL>L1L_ 5qL*

b 8EI24 38EI[242 384El

Ensefianzas:
— Cuandolaley de airvaturas es smétrica e cdculo se smplifica
e €l giroenel centro de simetria esnulo;
e losgirosenlosapoyos on, en valor, absoluto, lamitad del areade aurvaturas;
» laflecha en el centro se cdculamejor como flecha del apayo en ménsula visto desde d centro.

Girosen rétulas

Losgirosen lasrétulas ® cdculan igual que los de los apoyos. Ello a pesar de que estos Ultimos son absolutos y
los de las rétulas, relativos.

Ejemplo 4.3.7: Vigacon rétula
Calcular losgirosen CyRenlavigadelafigura4.15a

A B R M
Lo primero es advertir que laviga e isostética le sobra e e (—3
unapaoyo verticd pero sureaceénexrasepuedecdcular ML \—%C
con lacondicién adicional de momento fledor nuloenla @) T3M/L M/L
rétula. Laley de momentos fledores de lafigura 4.15b o L PR V7 P VR
se pude dibujar diredamente con las siguientes -M
consideradones. en C debe valer + M por estar aplicado 7
alli el momento. Debe ser unaredahastaB convalor nulo
enlarotula; por tanto en Bvaldra -M. El momentofledor <
en el apoyo Atienequeser nuoy entre Ay B laley tiene b) M
gueser redapor no haber cargasrepartidas. (Lasreacéones
delafigura4.15a se pueden determinar por los saltosen Figura4.15
laley de wrtantes 0 pa My= 0 més las eauadones de Viga @n rétuladel gemplo 4.3.7

equili brio.) Con laley de momentosdelafigura4.15b se

puede estimar la deformada de la figura 4.15a. Observa

gueenlarétulatienequecambiar el signo del momentofledory, por tanto, el sentidodelacurvatura. Lafigura4.15a
sugiere quetanto 6. como G seran positivos.

vye0 Lo ML 1L} o L 1IMLIL_

Por el método general de anular flechas en los ap
2E12(f/ 32) %2 2E232

Lapresenciade larétula dade unaincognita mas. Anularemos laflecha en € otro apoyo:

v=-020+ MLl 1L) g 3L 1ML, 1L} 1M;2,

2EI2 32 B2 2EI2 32) 2EI 3
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Del sstemade ewadonesresulta .= 2ML/3El, G,= ML/EI; efedivamente, conlossignosquesugiereladeformada
delafigura4.15a.

Este métodogeneral nosdararesultadossiempre. Contrucosse pudereducir €l cdculo. ObservaquelavigaABtiene
lamismaley de momentos fledoresque si, estando aisdlada, sufrieraunmomento -M en B. Su giro sera (tabla4.2b)
6,=-ML/3EIl. Igualamos ahoralaflecha en larétula por laizquierday por la deredha:
v(izq)E_MLL_lML2L= LIML2L_ @

'R —_—t—_—=

3EI2 2EI[232 €2 2EI232 F
se obtiene 6,= 2ML/3EI diredamente, sin pasar por cdcular 8. Anuandolaflecha en C:

__ ML, AML(, 1L}, o L IMLIL_

€ 3EI 2E2\ 32) %2 2EI232
sellega a ;= ML/EI sin necesidad de obtener .. El desacoplar las eauadonestiene la ventaja de que un error
en urano afeda alaotra

Ensefianzas
— El momento flecor tiene que ser cero en las rétulas;
e ello aflade una ewadon pseudo-estética d cdculo de reacgones,
» quereduce & hiperestatismo en un gado (86.1).

—  Hemospuesto derelieveque @ métodogenera de caculo degirosen rétulas (y en apoyos) consiste en imponer
flecha ceo en un(otro) apoyo.

— Sehapuesto de manifiesto que:
» losgiros en apoyos on absolutos, medidos respedo de la diredriz original; |os positivos:
» suben los puntos a su derecha,
» bajanlospuntosasuizquierda;
. losgirosenrétulassonrelativos, delacara derecharespedo de laizquierda (como los de aualquier
otro punto de ladiredriz, aunque finitos); los positivos:
» suben todcs los puntos : tanto los a su derecha como los a su izquierda.

— Hemos visto trucos para simplificar el cdculo de girosy flechas, como eran:
e enumviga onley de momentoslined, €l giro en los apoyos resultade gplicar las férmulas de
los momentos en |os extremos, igual que si estuviera aslada;
» igualandoflechas en urarétula nos podemos ahorrar de cdcular su gro.

— Pintandoladeformadaquenossugierelaley de momentos fledores (la de curvaturas, redmente) podemos
amenudo anticipar los sgnos de los giros.

—  Ladeformada siempre tiene un cambio de arvatura
en las rétulas (salvo casos patol 6gicos).

Curvatur astérmicas
Las curvaturas pueden proceder de dos causas:

—  losmomentos flectores, dadas por = M/EI, en (3.5
1b) 0,=-x.L/3 05=x,L/6

> X
— las deformaciones térmicas, dadas por XAW
J=-fAT,-AT)/hen (3.6-1) o pa (3.6-8) en e b)
caso mas general. Y
Se pueden sumar algebraicamentelasunasconlasotras. No 0= xaL/6 0= xL/3 >

sepuedeinvertir, en cambio M= yEl amenosque quitemos — - X
de y laparte térmica ) Y

C

i . - XY
Para usar las curvaturas térmicas conviene rescribir las
formulasdelatabla4.2 deformaque aparezcan enellaslas 0,= x(LFb)6 0,= XC(L+3)/>6
cargas exteriores $no sus curvaturas; asi lasférmulas a, b ) X
y ¢, sepuedenreinterpretar como lasdadasenlafigura4.16. D
(Observaquedelatercerade ell as se obtienen las otrasdos v X b d)
Como casos particulares.) X‘l a . "

. L )

Figura4.16

Giros en apoyos producidos por curvaturas linedes
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Ejemplo 4.3.8: Curvaturatérmica
Laménsula delafigura4.17atienepor secdonlamostrada
enla figura 4.17b, que eta formada pa dos materiales

con e mismo méduo de elasticidad E= 2x10° t/m? pero A B
distinto coeficiente de dilatacion térmica. En el cuarto N )
superior, =5x10"°°C %; enla pateinferior,a=10°°C %, . 6 m )
Cuandotodala ménsula se a@lienta 50°C, se pide: 7 7
a) Dibujar e diagrama detensionesnormalesen cualquier
secdon. -5.000 t/m?

8“ R R 400 t 96 txm
b) Dibujar el diagrama de deformaciones de aalquier - — K
secdon. - L <]<LG

=) o K <f=
¢) Calcular losmovimientosdel exremo B dela ménsula. <<: =4 240t

R o

a) Aplicaremosel métododel «dictador» delasecd6n 3.6. 0.40 -1.000 t/m?
Las tensiones que anulan toda deformadén son las de la b) 2 9
figura4.17c. Paramantenerlas necesitariamos apoyos que
nos proparcionaran reacéones horizontales de 640t y 4.250 t/m? ~750 t/m?
momentos de 96 txm; como no |os tenemos, habremos de P
li berar |astensionescorrespondientes, que son lasmostradas e NG

}

e : , 72.125 Ym?
enla figura4.17d. Lasuperpasicion de lastensiones «del ’ 3.1 t/m ’

—> - 1.875\t/m* >
dictador» y las liberadas da como resultante d diagrama —> 40 ¢ N
dela figura4.17e para aualquier secadn de la ménsula. ;’ ‘//’ e)
-F |
b) Las deformadones son lasumade las térmicas mas|as i 96 txm - 1/250 .
gue producen lastensiones de lafigura4.17e, o lo que es ~250 t/m : m
lo mismo, las correspondientes a las tensiones de la Figura4.17
figura4.17d, que dan undiagrama din a este mismo con Estructura y diagramas del ejemplo 4.3.8
los valores divididos por E= 2x1(°. Esto equivale a
alargamiento y curvatura:
o 4.250-250 _ 1x1073
2E
x= —%= ~2,8125x10°3 radim

valores que igual mente podriamos haber caculado con NJEAyY M/EL.
c) Conlosvaoresde €,y y cdculados s obtienen los sguientes movimientos del extremo B:
Ug= fABe(x)dx= 1x1073x6= 6x1073 m
0,= fjﬂx)dx: -2,8125x1073x6=-16,875%10"3 rad
yg= fABX(x)(xB‘x)d": -2,8125%6%x3=-50,625x10"% m

Ensefianzas:
— Enunasecddn que sufre deformad onesimpuestas con distribucion nolined en el canto, hemos cdculado:
» tensionesinternas,
e deformadonesy
e  movimientos.

— Hemos empleado el método il dictador de la secdon 3.6:
e aplicamos tensiones de inmovili zadon,
» vimos los esfuerzos que necesitariamos para mantenerlas, y
e liberamos las tensiones de | os esfuerzos que no podamos mantener.

— El diagrama de tensiones era la superpaosicion de:
» lastensiones del dictador,
» condistribucion irregular (no plana)
» ylastensiones liberadas,
» condistribucion plana,
por lo que resultd un diagrama de tensiones irregular, no plano.
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— El diagrama de deformadones, en cambio:
» habiade resultar necesariamente plano (por la hipétesis de Navier)
e yse amrresponde mn el de tensiones liberadas (divididas por E)
> porquelasdeformaaonestérmicasy las de las tensiones del dictador se anulan mutuamente,
0 yaquepara o introdujimos las tensiones del dictador.

— Losmovimientos resultaron los correspondientes al diagrama de deformadones plano:
* €5 nos produce ¢ movimiento horizontal y
» ) nos producelos otros dos movimientos:
» giro, integral de x
» movimiento verticd, giro concentrado pa distancia horizontal.

Resumen:
— Losmomentos fledores producen curvaturas en lasvigas, que asu vez caisan flechasy giros en € plano
de flexion;
e para cdcular flechasy giroslo primero es dibujar laley de momentos fledores.

— Hemos avanzado evolutivamente viendo |os movimientos:
* por giros concentrados en puntos discretos de la diredriz;
e por curvatura o giros distribuidos de manera continua sobre ladiredriz,
» yconcluido que se podatratar como pa giros «gordos», concentrados
o |ocdizadosen los centros de gravedad del dreade airvaturas,
B siempre sobreladiredriz (en piezas redas).

— Lospasos para € cdculo deflechasy giros son:

e obtener laley de momentos fledores
» ypasarla aley de arvaturasdividiéndola por El,

e para d cdculo degiros:
» sumar los giros encontrados desde d punto de partida d de llegada,
» ointegrar las curvaturas

o |ocua cas siempre sereduce a cicular sus aress;

e para d cdculo deflechas:
» sumar los productos de giros concentrados x distancias desde la salida hasta la meta,
» ointegrar curvaturas por distancias,

o Jo cual casi siempre se reduce d caso de giros concentrados una vez que
reamplazanoslasareasdecurvaturapor giros «gordos» situadosenlosc.d.g.’s
de auéllas;

o centrosdegravedad que(en pieza redas) estan siempre situados obre la diredriz
delaviga(no, en € interior de laley de arvaturas).

— Cuando cdculamos movimientos en vigas biapoyadas es imprescindible empeza con €l cdculo de giros

en los apoyos;
. losgirosenlosapoyos (ylosgirosenraétulas) se alculan conla condcion ceflechacero en aro
apwov

» aunque sean de distinta dase social.

— Conviene pensar que hay giros de dos clases ciales:
. absolutos, como el de aualquier punto de ladiredriz, incluidos los apoyos, que aiando son paositivos
» suben los puntos a su derecha
» ybaanlosasuizquierda, y
 relativos, los que se producen en rétulas o dala arvatura en cualquier punto, cuyos positivos
» suben los puntos a su derecha,
» y suben también los puntos a su izquierda.

— Cuandolas curvaturas provienen de dedos térmicos €l procedimiento de cdculo es el mismo, pero
e debemos reinterpretar las férmulas dadas para cagasyy fijarnos en las curvaturas;
» asilasdelafigura4.16 son las mismas tres primeras de latabla 4.2,
o reinterpretando M,/El == ¥, Mg/El = ¥, Pal/LEl = ¥,
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Figura4.18
Movimientos por dilatad6n uriforme

4.4 M as obre movimientos. Bresse

Dilatacion uniforme

Enlapubertad aprendimosa cdcul ar losmovimientospor dil atadon uriformedeunabarraredadelongitud L. Cuando
labarraescurvacomo ladelafigura4.18a, €l cdculo de dil atad on uniforme se haceconsiderando que €l el emento
dsse dargard .. AT.ds. Al sufrir todalaestructuraunmismo incremento detemperatura AT, el punto C(x,y) semovera
hasta C'(x+u,y+V). Su movimiento horizontal u sera

(4.4-1) u(x,y)= fAC(aATds)cosy= ocATfoxdx= aATx

siendo y esel nguo (geométrico) que formalatangente alacurvacon el gjex, por 1o que ds.cosy= dx. Operando
igual salela expresion v(x,y)= adTy. Lamoralga e que

La estructura se agranda homotéticamente

Los movimientos resultan ser independientes del camino delaintegral y cumplen viu= y/x= tg¢: € movimiento de
cadapunto C delaestructura curvili nea esel mismo que halriatenidocomo pertenedenteaunabarraficticia AC
guelounieraconel purtofijoA. Por lotanto: Unadil ataciénconstantetransforma unaestructuraen ara hanotética
conla origina derazon 1+aAT.

Paradoja

No acaan aqui las sorpresas. El punto A de lamoneda con agujero delafigura4.18c se mueve hasta A' [lo mismo
gue & mismo punto delamonedamadzadelafigura4.18b. Enefedo, cada drcunferenciadelongitud 2 7zr se onvertira
enotradelongitud 27r (1+ @AT). Paraalcanzar estanuevalongitudlanuevacircunferenciahabrade alauirir unradio
r'= r(1+ «AT): todosucede cmo si el radio se dilataraigual en la parte que caesobre material que en laque cae
sobreagujero. Por consiguiente: En unadilatacionuniforme, el material "delosagueros’ sedilataigud queel del
resto de la estructura (paradoja de Fernandez).



§4.4 Mas Dbre movimientos. Bress 421

Giros de mmpatibili dad

Cuandolos apoyos no sean benévoloscomo losdelasfiguras4.18a,d sino aviesos, impondran alaestructuragiros
desdlidorigido, comoyavimosend gemplo 4.2.3. Asi, la etructuradelafigura4.18eno puede ayrandarsehomotética
mente porque el apoyo B no puedeir aB'. En cinematicaconvencional, B, que debe quedar algjadode Aladistancia
AB, iria aparar @ punto intersecdadn de la drcunferenciade cantro Ay radio AB' con laredaBB,, o sea aB". El
cdculogeométrico seria erevesado; afortunadamente, conla d neméti cade movimientos pequefios, la drcunferencia
mencionada degenera en un segmento perpendicular aAB, el cua intersedaalasuperficie inclinadadel apoyo en
B,. B' va, pues, aparar aB,. El apoyoimporeungiro desdlidorigidodetodala estructura, 8,, cuyo caculo resulta
inmediato:

B'B
(4.4-2) 0 ,= 1. ALted Mt

AB’ L+AL L

No pases por ato el detalle de cacular € giro con lalongitud original ABYy no con la deformada AB' porque ésta
incluye d movimiento BB'. Ahorapodemosapli car lasuperposicién delosdasmovimientos: el delatrasladon, como
s BefedivamentehubieraidoaB', mase degiro (corredor delapasiciénimposible), cd culadosindependientemente:

u(xy)= aATx-0,y
(4.4-3) v(x,y)= aATy+0 ,x

En (4.4-2) hemosrazonadofisicamente, micro-cinematicamente, para encontrar losmovimientosdetodaoslospuntos
delaestructuradelafigura4.18e. En (4.4-3) hemos seguido una formulad én mateméticamas sencill ade construir.

Otrosgiros de mmpatibili dad

Ademasdeinducidospor apoyosaviesos, losgirosdesdlidorigido deunapartedela estructurapueden venir impuestos
por compatibili dad con los movimientos de otras partes de la estructura., como yavimos en €l gjemplo 4.2.4. Asi,
uncdentamiento en el pértico triarticulado de lafigura 4.18f, forzardalabarra AC aalargarse 0, y alaBC, 4,. Si
pretendi éramos que estos alargamientos ocurrieran enlasdirecaones delas propiabarras, € punto C delabarraAC
iriaaC'y d mismo punto delabarraBCiria aC". Afortunadamente, lasbarrasresolveran estadiscrepanciadeintenciones
sin crea tension (literalmente), redizando pequefios giros &,y @, entorno aAy B parallegar al punto de acuerdo
comun C; como s gjeautaran unpaso de baile ggarrado en perfeda sintonia

En geometriaconvenciona C, seriael punto deintersecddn delacircunferenciadecentroen Ay radio AC'= AC+ 6,
conlade catroen By radio BC'= BC+ 0,. Enestanuestra dneméti cade movimientos pequefioslaprimera drcunferencia
degeneraen unsegmento perpendicular aAC' y lasegundaen otro perpendicular aBC". Estos segmentosintersedan
en C,, y éste serd, pues, €l destino final del punto C. El problema que nos ocupa es, por consiguiente, € de hallar
las componentes horizontal U y verticd v, del desplazamiento CC,, y/o determinar los giros 0, y 6, delasbarras.
Esto seresuelvemediantela condicion de compatibili dad en desplazamientos, que escritavedoridmente &s 6,+17,= 6,+1,.
Losvedores 7, sondedirecddn conocida, laperpendicular asurespedivo o, pero demadul o desconocido(incognita
adeterminar). Igualandolascomponentesdelosmovimientos bre cala éepor separadoresultauns stemade ewiadones
que permite obtener lasincognitas n,, 7,. Sin embargo, no es este procedimiento fisico el que te recomiendo para
resolver el problema.

M étodo general

Resultamasfadl resolver el problemamediante el métodomatemético descrito antes. El movimiento u.““ del punto
C como pertenedente alabarra AC primer miembro de la primeraeaiadon que sigue) esigua a u.®® del mismo
punto C como pertenedente ala barra BC (segundo miembro de la primera eaiadon), y lo mismo sucede con sus
movimientos v (segurda eaiadon):

(4.4-4) u.= AT (x~x)-0,00-v)= aAT(xz-x)-0,0c-yp)
' ve= ATy )+0,(x—x)= ¢AT,(y~yp)+0,(x~xp)

Unavezresuelto €l sistemaanterior, entrandoen algiinmiembro decadaeaiad6n conlos & encontrados se obtienen
los movimientos ug, V., respedivamente.

Dilatacién no uniforme
En €l caso en que la dilatadén no seaconstante la estructura ya no se agranda homotéticamente y tendremos que
escribir lasintegrales en (4.4-1):

u(xy)= fACaA T(s)dscosy -6,y

4.4-5
( ) v(x,y)= f CaA T(s)dsseny +0 ,x
A

aunque raravezbuscaremos|a primiti va: normal mente bastaracon cdcular € dreaencerradapor lafuncion AT. Los
girosdesolidorigido 8, sonlosquela estructuradebade eeduar para cmpatibili dad susmovimientosconlosapoyos
0 con otra parte de la estructura.
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Ejemplo 4.4.1: Vigacon dilatacién no uniforme
Lavigainclinadadelafigura4.19estasustentada pag un apgofijo
enA ypor unapoyo en B quededlizasobreun gdanoinclinado 435C.
Lavigasufreunincremento térmico constante encadasecaontrans-
versal perovariablelinealmentedesde 25°Cenel exremo A a50°C
end B. El coeficientededil atacionlineal del material esei=10°C ™.
Se pide determinar €l campo ce movimientos de la estructura.

La expresién andliti cadel i ncremento detemperatura es AT(s)= 25+5s.
Cada elemento de viga de longitud ds se alargara aAT(s)ds. El
movimiento del punto C seglinladirecaon de laviga propia seréa

C s 5
= AT(s)ds= 25+5s)ds= af 255+=s2
we(s) ocfA () afo( + s) ol 255+ 2s ) im )
cuyaintegral hemos poddoresolver analiticamenteo cdculandoel Figura4.19
areadel trapedo delafigura. Estemovimiento darddascomponentes, Vigainclinada del gjemplo 4.4.1

horizontal y vertical. Ademés, como el extremo B no sepuede mover

enlapropiadirecdon AB, lavigaenteraredizaraungiro de sdlido

rigido 8, parapermitir el movimiento deBenel sentido debido. Estoyalovimosenel gjemplo 4.2.3. Losmovimientos
de aalquier punto de lavigavienen, pues, dados por:

_ 5 4 3
u(s)= 1073 25s+=s%|=-0,=s
(s) > 47
v(s)= 107° 2554252 3+6 =
2 5 45

El giro 8, se cdcula con la condicion de que v /u; = V(S=5)/u(s=5)= 1. Resulta 8,= 5,357x107° rad.

Ensefianzas:
— Hemosresuelto un problema general de dargamiento térmico con dos dificultades:
* una cdentamiento no uniforme, y
e unapoyo avieso que forzaba un gro de solidorigido

— Laintegral delatemperaturala hemos resuelto numéricamente, cadculando €l areabajo lafuncion AT(s)

— El cdculo haresultado muy sencill o pa e método matematico:
» por e métodofisico habriamos tenido que hallar laintersecaén de dos redas;
e sinlasimplificadénde movimientos pequefios habriamos tenido que hall ar laintersecddn de una
circunferencia mn urareda.

Afadimos términos
Si aparte de dil atad ones tuviéramos deformadones e= N/EA por esfuerzo axil como en 84.2, habriaqueincluirlas
enlaformula (4.4-4) y quedaria:

u.= u,-0 (y -y )+ 9 @HxAT(s)] cosy ds
(44_6) C A AVC 74 fA EA

Vo= vA+0A§cC—xA)+ fAC %HZAT(S)) seny ds

Bress
Si ademéas tenemos deformadones de curvatura, bien seacurvaturatérmica y; (3.6-8) o de flexion M/EI y giros 0
concentradas en rétulas con coordenadas (X;, y;) como en 84.3, tendremos;

6= 0,+Z0,+ fj[ Ms) +x7(s)) ds
(4.4-7) Uc= Uy~ A(Vc YA) Zﬂ(yc yz) f [N(s)+ey'(s)) cosy ds- fC[M(s)J'XT(S))(yC )

Ve VA+0AéCC_xA)+§eiGCC_xi>+fA ( Ms) +€7(s)) seny d5+f ( M) +X7(5)J (xc )ds

dondeladilatadon lined vieneincluidaen el término &(S) para€el caso general en que no seauniforme en €l canto,
sino dada por laférmula (3.6-7).

No debes aprender la formula de memoria; debes entender lainfluencia de cala término.
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Resumen:
— Bajo unincremento de temperatura uniforme, una estructura isostéticasufre:
e uncreamiento homotético, sempre, en & cual |os movimientos de un punto se producen en la
direcadn del radio vedor que lo une d punto fijo; y quizas
e un gro de solidorigido, que puede ser causado:
» por imposicion de los apoyos, o
» paramoverse en sintonia wn otras partes de la estructura.

— El cdculo del movimiento de un punto se puede referir a un punto no inmovil, a cndicion de
* sumar el movimiento de arastre, y
e afadir & producto del giro de arastre por la distancia, con su signo.

— Cuando hay movimientos de sdlido rigido y otros por deformadones, |os movimientos totales & pueden
obtener por superpasicion de anbas causas.

— Losmovimientos de sdlido rigido son:
e girounico, e mismo paratodcslos puntosdelaviga, y
» trasdladones que varian linedmente.

— Laférmulade Bresse cdculael movimiento absoluto de unpunto a partir de otro cuyos movimientos sean
conocidos. Incluye:
* movimientos de arastre del punto de partida,
» queincluye todas los movimientos de sdlido rigido, linedes
o desplazanientos u,, V,,
o giro 8, por subraz;
e movimientos relativos:
» aargamientos &(s),
o seintegran proyedadossobre los gjes: cosy, seny son las proyecdones unitarias,
y esel &ngu o quelatangente alacurva ABformaen cadapunto con el gje+x;
»  giros concentrados @, por sus brazos, sumados,
»  curvaturas ¥(s), por sus brazos, integradas.
» aplica @ principio de superposicion; por consiguiente:
» cada componente debe ser cdculadaignorando las demas,
o esdedr, sobre la estructura original.

— Losgiros concentrados 6, 8 positivos mueven los puntos por encimay a su derecha:

» hadalaizquierda, produciendo 4u negativo,
» hada ariba, produciendo Av pasitivo;

4.5 Problemas de clculo de movimientos

Problema 45.1: Vigaen flexion 100N 60 100 kN>xm
Lavigacargadadelafigura4.20atieneunarigidezaflexon A v \L
El= 200000kNxm. Se pide: : a3 B
a) Calcular € giroen e apoyo A. ;}% %7
52,5 @) 107,5

b) Obtener la flechaen & purto medio C. ¥ 4m ¥ 2 ) 2 ¥
a,) Calcularemosd giro en Adedosmaneras. Estaprimerasera
aplicando las formulas c) y b) de latabla4.2: ﬁUQ ~100

9 .= 100x4x4 (8+4)+60x6x2x(8+2) -100x8 _ b) ‘

4 68 ET 6ET s 17D
= =-2,083 mrad 115

416,667
EI
210 kN>Xm 1,070 0,93

a,) En este segurdo procedimiento necesitamos dibujar laley

de momentosfledores (imprescindible, detodos modos, para

€l cdculo delaflecha) y acotar lapasiciondel purto D decorte _ ~ Figura4.20

con e gex (figura4.20b). La descomponemos mental mente Vigay diagramas del problema 4.5.1
encuatrotriangdosy unredanguo. Aplicamosel procedimiento

general de cdculo del giro en unapoyo, que esforzar aquelaflechasea ceo en € otro:
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v 6,8-1210, g 2,) 15,5 1)) 1210115, 2
2 EI 3 EI 2 2 EI 3

1100 1 0 = 416,667
= Yol

w1115, 670 2-11,070| - 1100 20,930-20,930= 0
El 3 2 3

=-2,083 mrad

Parece taro que awando se pueda es més faal aplicar las férmulas.
b) Aungueno noslo hubieran pedido, e giroen Ahabriamostenido que cdcularlo paque aoranosesimprescindible:

1210,1, 1107 _
2 EI 3 EI

=-5,533 mm

ve= 0,4+

Ensefianzas:
— Para cdcular flechas en ura viga biapoyada necesitamos obtener antes:
e laley de momentos fledoresy
» ¢l giroen unapoyo.

— El giro en unapoyo se puede cdcular:
* mediante férmulas
» recomendable aando setienen;
e o0 apartir delaley de momentos flectores,
» hadendonualaflecha en €l otro extremo.

— Lasfledhas & cdculan como sumade los productos de giro x distancia perpendicular:
e empezandocon €l giro de unapoyo,
» que esabsoluto, sube los puntos a su derechay bajalos de su izquierda,
e ysiguiendo con los giros que resultan de @mncentrar las aress de aurvatura en susc.d.g.’s,
» girosque son relativos, suben los puntos a diestra'y siniestra.

Problema 4.5.2; Otra vigaen flexion

Enlaviga celafigura 4.21a, cuyarigidezesEl=2x10° kNxm?, 60 kN/m ~100 kN*m
se pide alcular laflechaen el purto C. A4 Y WWANANNNNY B
1) Lo haremosdedos maneras; éstaseradireda. Necestamos 3 ¢ .
el giro en B. Unavez obtenida laley de momentos fledores 167.5 725
delafigura4.21b, el giro se cdcula mediante; im @) 4 ’

4 7 #

vAE—638+éfsM(x)xdx=

0 HN-480 kN xm
1 14 x?
=—638+—f (167,5x—60—)xdx+ MC JIDQ'E
y /«ﬂél()()
22,621 4+52,621| -2 001,379 8-21379) = 0 I
o > El 3 S
+4800 2,621 4V1,373V

Resulta G,= 2934/EI= 1,467mrady conestevalor seobtiene: G b)
__2934,,119%,
¢ EI 2 EI Figura4.21
Vigay diagramas del problema4.5.2
11004 3790 41y 379 -—@:—6 00 mm
2 EI 3 EI

2) Ahoralo haremos evitando laintegral anterior (aunque no representa unadificultad excesiva) mediante untruco
comun(figura4.21b): consideramoslaramacurvaFA delaley de momentosfledorescomo lasumadelaramareda
positiva FG con la airva negativa CH. De é&ta Ultima conocemos s areay laposicion de su c.d.g.:

1480 1480,1, 1100

v,=-0,8+ }
3 El 4 2EI

6 621— 6 621-

1,379(8—%1,379) - 0

Comprueba gque se obtiene con més fadli dad el mismo valor del giro en B.
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Ensefianzas:
— Al aparece enlaley de momentosfledores unapardbolade 2° grado sin tangente horizontal, hemos tenido
dificultades pararedizar los cdculos. Lo hemos resuelto de dos maneras:
» integrando analiticamente la parabola de 2° grado, y
e descomponiéndola en ladiferencia entre:
» laredaproducidapor las cargas puntuales y el momento que estaban aladereda, y
» lapardboadela cagauniforme dslada.

Problema 4.5.3: Vigacon rétula

Lavigadelafigura4.22aestdempotradaen A, apoyadaen B ytiene 100 KNxm
unarétulaen C. Surigidez a flexon es El= 10° kKNxm? Se pide: \\IA C
a) Dibujar y acotar la ley de momentos fledores N 7@;
Y 6m L 4
b) Calcular € girorelativo en la rétula. ? g T a)
- . . . L - 150 kNxm
c¢) Dibujar laleydegirosy encontrar las secdonescongiro maximo
y giro ndo. B\l\
d) Calcular la flechaen la secdon C delarétula. b) | ’DH’THOO
a) El efedodelarétulalo hemosvistoyaenlosejemplos2.7.2, 4.2.4 3,833 5,833
y 4.3.7. En ellael momento fledor ha de ser cero, lo que te dauna W
eauadon pseudoestéticaadicional . El momento fledor enlarétulaes W
100+ 4Ve= 0, lo queda V= -25kN . Laley de momentos flecores ¢) -4,5 mrad
dada por My y V; se dibuja en la figura 4.22b. Podriamos haberla
dibujadosin cdculo alguro: por las cargas que la producen hade ser N
reda, valer 100enBy OenC. N | Ve \/
b) El giro enlarétulase cdculacon lacondicién deflechanulaen B: d) Oc el
L ( 10—16) +0,4+1190414_ o .- 8333 mrad Figura4.22
2 EI 3 2 EI 3 Viga @n rétuladel problema4.5.3

c) El giro apartir de A es el &reade momentos flectores barrida. Al

llegar aCvaldra 6./@= -450El= -4,5mrad. A continuad 6n seproduceel salto por el girocaculadoantesy al |l egar
aB afadiremos 200El= 2 mrad més. Asi resulta el dibujo de lafigura4.22c. Se observa que no hay ninglnpunto
de giro nuloy que d giro maximo se produce e By vale 5,833 mrad.

d) Podemos cdcular laflecha en C desde A:

M 1 150626:_ 1'800=—18 m
2 EI 3 EI
0 desde B, aprovechando que sabemos s gro:
1100,2

vc=—5,833><10'34+——4—4=—18 mm
2 EI 3

Lafigurad.22dilustrael aspedo deladeformadadelaviga: con curvaturanegativahastalarétula(concavidad hada
abajo ®) y positivadespués (concavidad hadaarriba®). Este cambio de curvaturaesgeneral enlasrétulas, porque
al ser el momento cero, pasara de positivo a negativo, salvo excepciones patol dgicas.

Si hubiéramos querido cadcular €l giro en B direccamente (en lugar de como giro acumulado), 1o habriamos hecho
igualando laflecha en larétula desde A y desde B.

Ensefianzas:
— Hemostenido queredizar uncdculo de girosy flechas en uraviga wn urarétula. Larétula:
» smplifica & cdculo de efuerzos de la estructura
» porgue quita unaincégnita de fuerzahiperestatica, pero
e complica é cdculo de movimientos
» porgue dlade unaincégnita: su gro.
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— El procedimiento general de cdcular €l giro en urarétula es el mismo del giro en unapoyo:
* hace cero laflecha en unapoyo;
ello a pesar de que se diferencian bastante:
» ¢l giro de goyo es absoluto,
e mientrasque d giro en larétula es negativo.
Sin embargo, €l cdculo no suele resultar de escribir una Unica eciadon de flecha cero sino dcs.

— El cdculo degirosy flechas & hace goartir delaley de momentos fledores dividida de El:
e ¢l degirosintegrando el area excontrada,
» conéel vaorinicial del giro cdculado para € apoyo, en su caso;
e ¢l deflechasintegrando el producto del areabarrida por ladistancia d punto,
> integral queredi zanosnuméricamente concentrando la curvatura como giro en €l c.d.g.

— Observamos que en larétula se produce un cambio de arvatura, reflejado en la deformada.

Problema 4.5.4: Dilatacion de un pértico i
Enlaestructuradelafigura4.23ael dintel AC secalienta40°Cy el pilar L B ¢
CD secalientalinealmente desde 20°C en C hasta 0°C en D. El coeficiente y
dedil atacionlineal del material esc; =10°°C 1. Sepidedeterminar el campo
de movimientos de |a estructura.

6m

Calcularemos de formaindependi ente |os movimientos causados por a) €l
cdentamiento del dintel y b) el cdentamiento lineal del pilar.

a) El cdentamiento del dintel sdlo provocadesplazanientos horizontales
(figura4.23b): 1 Sm
U5 (x)= 40x1073x= 0,4x1073 m T §

b) El cdentamientolined del pilar elevarael punto C; ello oligara d dintel
agirar ;= v./BC, y atodala estructura con él (figura 4.23c). Este giro
producira movimientos horizontales y verticdes suplementarios:

ve= 10x6x107°= 0,6x1073 m

-3
0,= %= 0,075x10°2 rad

Paracdcular el movimiento verticad de C hemosaprovedadolalinedidad
en latemperaturay hemos tomado €l valor medio. Para otros purntos, sin
embargo, habremos de ser mésil ustrados considerando AT(y)= 20y/6. Al
movimiento verticd debidoal giro anterior habra que sumarle & causado
por e alargamiento:

20 ,

V)= [TeAT® &= Zy*10°7

Figura4.23
Estructuray diagramas del problema4.5.4

Comprueba que paray= 0 ohtienes el v, cdculado antes.

El total para este ca&o es:
up-()= 0,075(6-y) mm

Vo= 0,075(6-y)+1,667y>10°2 mm
¢) Superponiendo los movimientos a) y b) resulta:
u,(x)= 0,4x mm V,x)= 0,075x mm 0 )= 0,075 mrad

upy)= 3,2+0,075(6-y) mm v, .(»)= 1,667y2102 mm  0,.y)= 0,075 mrad

Compruebague no nos hemos equivocado verificandoque U= Upc(X=8)= Up(Y=6) V= Vac(X=8)= Vpc(y=6). Los
movimientos de A resultan de entrar con x= -1 en las expresiones para AC.
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Ensefianzas
— Enesteproblemahemoshechousodel principio de superposiciéon obteniendo el movimietdtal como
suma de los debidos:
» al alargamiento del dintel y
» al alargamiento del pilar.

— En el célculo de los movimientos de cada causa hemos ignorado la otra.
— El alargamiento del dintel producia un movimiento de simple traslacion.

— El alargamiento del pilar:
* era no uniforme;
» imponia un giro por compatibilidad con el movimiento del dintel;
* lo hemos resuelto por el métofisico.

Problema 4.5.5: Dilatacion de un arco
Ené anillodelafigura4.24ael arco BC de45° sufre uncalentamiento de 50°C. El coeficiente de dil atacionlineal
del material es =10 °°C*. Se pide determinar los movimientos que exerimentan los purtos de dicho arco.

Lo resolveremos de dos maneras, una heuristica, que te ayudara a entender como se producen los movimientos, y
otra puramente matemética

a) Al dil atarse d "quesito" OBC se mnvertira enotro homotético mayor,

el cual, si conservarasu centro en O seriael OB'C'. Naturalmente, no

conserva é centroen O sino quelotrasladaparaseguir sendotangente
al semianill o en C. Podemosimaginar quepara mnseguirlo desplazanos
C' sobrelareda C'O hastallevarlo a C. Entonces O se desplazaa a
O': el nuevo arco C'B' tendré su centro en O', siendo OO'= CC'=

aATR= 1x107 m.El campo de movimientos sra (figura 4.24b):

u(d)= aATRcosd)—aATRcos%: cos«b—% x1073

v(d)= aATRsend)—aATRsen%: send)—g x1073

b) El arco CB que se cdienta se comporta @mo empotrado en C.
Colocandolos gles x, y en este purto, los movimientos sran:

Figura4.24
u(¢)= aATx= oA TR[ cosd) —cos%) Estructuray diagramadel problema4.5.5

v(d)= aATy=-aA TR( sen%—send)]
Evidentemente, este resultado coincide cn el encontrado en a).

Ensefianzas
— Hemos resuelto el problema de dos maneras:
e una heuristica, que pone en evidencia la fisica del problema, y
e otra matematica, que se aprovecha de un método de calculo automatico
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Problema 4.5.6: Dilatacion de un arco con rétula

End arcotriarticuladodelafigura 4.25la paciéonBC sufreun aumento
detemperatura constante de 40°C. El coeficiente de dil ataciénlineal
del material esai=10°°C . Sepidedeterminar loscamposdedesplaza-
mientos de la estructura.

Seresuelveigua quelohicimosenel ggemplo delafigura4.18f; € hecho
dequeaqui lasbarrassean curvasno afiade @mpli cadon algurapuesto
quelos movimientos alli llamados 6, y &, llevan siempre ladirecdon
delosradiosvedoresABy CBigual ques estuvieranunidospor barras
redas. Laseaiadonesde ampatibili dad (4.4-4) son aqui deplena aolica- Figura4.25

cion: Arco circular del problema 4.5.6

(AB)— -0 ,R(1-co0s60°)=-50 ,
(CB) ~aATR-0,R=-4x10"2-100
;AB)= 6 ,Rsen60°= 8,6600,
v{P= aATR-0,.R= 4x107-100,
Igualando los valores anteriores dos ados = llega aun sistema de ewiadones cuya solucion es 8,= 0,586 mrad,

0,107nrad Entrando cevuelta mn estosvaloresenlaseaiadonesanteriores, resultaug= -2 930mm Vg=5,075mm
Compruebaque proyedando estos movimientos sobreladirecadn CB obtienes el alargamiento de eseradio vedor.

Si ahora quieres los movimientos de un punto cualquiera, escribiras eauadones £mejantes a las anteriores:

u“P=-0,y,=-0,R(send-0,5) vé®=0,x,= 0,R ?wosd)

u©P= qATx,-0.y,=-aATR(1-cosd)-0 Rsend v®= qATy,+0,.x,= aATRsendp-0.R(1-cosd)

Enlaseaiadonesanterioresx;, y; Y %,, y, sonsistemascoordenadosaixili arescon origenesen Ay C, respedivamente.

El resultadofinal esta escritoenfunciondel anguo ¢, quesemide apartir deOC paralasdos mi eﬂructuras((ﬁ 150
para d punto A). Comprueba que los movimientos on ndosen Ay Cy que los movimientos de B resultan losya
cdculados.

Ensefianzas
—  Setratabadeun poblema enel queunapartedela estructuraimporia giros de ompatibili dad a alargamiento
de la otra;
* lo hemosesueltagualanddos movimientosdel punto comun a las dos piezas de la estructura,
como en (4.4-4)

Problema 4.5.7: Flexién de un arco bajo presion hidrostatica

Calcular losmovimientosdel exremo Bdel arcoempatrado celafigura 231 (copiada
comofigura4.26) quesopatalapresiénhidrostatica indicadaenella. Se amnacen
lasintegralesdelatabla 4.3.

Laley de momentos fledores la obtuvimos en €l gjemplo 2.7.3 y resulto ser:

M(p)= —%pR3 cosQ + [ ¢-— ] sen¢
Serdbuenointuir quebajo el peso del agua @ punto B giraranegativamente, ssmovera Figura4.26
hadaladerecha (u positivo) y hadaabajo (v negativo). Veamossi loscdculoslo . Arco sometido apresion
confirman. hidrostétidel problema 4.5.7

Reauerdalasformulas(4.1-4) demovimiento= girox distancia perpendcular y fijate encomo salenlos sgnos: u= — 6x Ay,
v= 6% Ax (porque ungiro positivo mueve un punto por encimahadalaizquierday un punto por la derecha, hada
arriba). Reauerda las mas elaboradas de Bress, (4.4-7). Para nuestro arco:



84.5 Problemas de clculo de movimientos

Tabla4.3
Valores numéricos de f"’zf(@)dcp para varias funciones f( ¢)

seng cosyp sen‘@ Sen@pcosP cos@

1 1 0,785398 0,5 0,785398
Pseng (pcosp pser’e | @sengcosp | gcos’p

1 0,570796 0,866850 0,392699 0,366850

f 40 = fBM(s)dS‘ f(p=1t/2M((p)d(p
=0

__ (B N__[BM(@) __R%fg=mn
= fA dO(yz-y,)= f —dsRcoscp— oo M(@)cose d

Qo=7/2
M{(p)1-sene )de
vp= EI " M(@)(1-seng)de

Para @ cdculo delasintegrales hacemos uso de los val ores de latabla4.3. Resulta:

_1pR*

2 EI
Uy= lﬂ 0,785398+0,392699- 20,5|=
2 EI 2

5
V= 1pRA g
2 EI 2
Ensefianzas:

— Para cdcular los movimientos de flexion en unarco es pradicamente inevitable resolver integrales:

e dela arvatura, M/El,
» paraobtener el giro;

e dela arvaturapor ladistancia horizontal,
» para cdcular el movimiento verticd,

» dela arvaturapor ladistanciaverticd,
» para encontrar el movimiento horizontal.

Esfreauente d error de olvidar R a substituir ds por Rdg.

4
+1-T)-—02146P%"
£l

5
0,1963 LR~
£l

5
~0,5-0,866850+0,785398 = -0,1480 22"
2 £l






5 Ecuaciones

5.00bjetivosy contenido

Objetivos | Contenido

Generales:
— Conocer las eauaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento:
» delabarra(que resiste sdlo por esfuerzo axil), y
e delaviga(que resiste por flexion)
y saber integrarlas.

— Saber qué entendemos por vigaflotante, conocer las hip6tesis smplificativas de
su comportamiento y gorender a formular e integrar su eauacion diferencial.

Espedficos:
— Paralabarrasometida a cagasaxiales: ... ... 8§51
+ saber obtener la ewaddn diferencial,
» conocer larelaadn entre esfuerzo y movimiento;
» conocer las condiciones de contorno aplicebles:
» de extremo libre,
» de extremo fijo;
» saber integrar la ewiadon para obtener:
» los movimientos de todcs los puntos y
» losesfuerzos en todas sUs £cdones.

— idemparalavigasometida a cagasdeflexion ....................c.ooinn... §5.2
— [dem paralavigaflotante (sumergida en unmedio elastico) . ................. 85.3
e —— i L ikihhhTiiiiiiiiiiiiiiii—4——++ti iiiiiiiiiiiiiia—iieati————iiB et
Adicional:

— Adquirir soltura en laresolucion de problemas devigaflotante .. ............. 854
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5.1Ecuacion delabarr a

Qué s

Habitual mente llamamos barra alaviga o piezaprisméticaque
solo sopartaesfuerzo axil, tanto s esporqueno escapazderesistir
otro como paque no lellegaotro.

Qué queremos
Buscamos obtener su eauacion de equilibrio en funcion del
movimiento udesuspurtos(figurab.1a,b). Partimosdesueaiadén
de equili brio en fuerzas ya obtenida de (2.5-1) (figura 5.1c):
dN
5.1-1 —=-p(x
(5.1-1) = p(x)
Reemplazanosel esfuerzo N por suexpresion (3.5-1a) enfuncion
deladeformadén N= Eae:
d
—EA(x)e(x)|=-p(x
EA®e@]=-p)

Relacion movimiento-defor macién

S6lo nos quedareladonar la deformadén € con el movimiento
u. Estarelad 6n se ohtiene como sigue (figura’5.1d): el elemento
debarraque antesdedeformarse mediadx; despuésdedeformarse
medira dx(1+ €). Si (por efedo de la deformadédn causada por
lascargas) €l punto decoordenadax semoviou, el decoordenada
x+dxsehabrdmovidou+du= u+ (1+ €)dx. Laredladdn movimiento-
deformad6n que buscabamos es:

(5.1-2) %= ()

lacual introducida en laeaiadén precelente nos proparciona
la eauacion e euili brio en movimientos buscada:

(5.1-3a) % EA(x)% = —p(x)
gue para secdoén constante es:
2
(5.1-30) EA% =-p(x)

Condiciones de montorno

Ecuaciones

.
&S
0 LR
T LERRELIEN

>>>‘>>>>>>>> >~?>>>>| p(x)

pg)dx b)
< K 9N(x)+dN(x)

dx(1+
x(1+€) "

(2
4 dX I VdX /44
7 (i 77

d)

Figura5.1
Elementos de barra, equilibrio y movimiento

Cuandointegresestaeaiaaondiferencial desegundogradote gparecedn dosconstantesarbitrariasque determinaras

con las condiciones de contorno. Las habra de dos tipos:

— extremo con movimiento conocido u= valor conccido, generalmente goyo conu= 0, 6

— extremo con carga puntual (esfuerzo axil) conocida. En este cao tienes que usar™:

(5.1-4) Nx)= EA(x)%

0 seg U= valor conccido ce N/EA; amenudo serd extremo libre (figuras 5.1a,b), u'= 0.

Asi pues, las condiciones de mntorno seran de movimiento conocido o & derivada conocida, y tendra que haber

dos, unapor cada extremo.

lReladén gLe se obtiene mmparando (5.1-5a) con (5.1-1); es vdidaincluso pararigidezEA variable.
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Resultados
Laintegraddn de (5.1-4) proparciona:

— los movimientos u(x) de todcs los puntos de la barra, asi como,
— laley de esfuerzos axiles N(x)= EAU' (X), ¥

— lasreacdéonesenlosapoyossi loshubiera, H,= -N(x=0), H;= N(x=L).Notala diferencia en &l signo: los
esfuerzostienen en el mismo signo que la caga exterior enla caax®y el contrario enlax”

Ejemplo 5.1.1: Barr a con cargaen su extremo
Calcular los movimientos de unabarr a de secddn constante conunacargaH en su exremo x= L (figura 5.2a,b).

Lacargaexterior p(x) (repartida) esnula. Veremos en seguida cémo

introducimos la carga concentrada H. Laeauadon (5.1-3b) nosdice Y Y
u” = 0. Asi pues, U = C,, u= C,x+C,. Tenemos dos extremos; en el § - ' B
x= 0, conocemos el movimiento, u(0)= O que nosdaC,= 0. En € —_— H
extremo x= L conocemos el axil H; su condicion de contorno es NEEE— B g’
u'(L)= H/EA. Esto es, C,= H/EA. Llegamosala expresion: ’ - b
y L y
u(x)= ix Figura5.2
EA Barras con carga en €l extremo del gemplo 5.1.1

Parax= L tenemos €l conocido alargamiento o= HL/EA.

Ensefianzas
— Hemos cdculado los movimiento en ura barra:
. integrandosu easadon diferencial que reladona movimientos con cargas exteriores,

e sin necesidad de hallar antes i ley de esfuerzos axil es.

— Observamos que las cargas puntual es:
e no entran en la ewaddn diferencial, sino que
» entran en las condiciones de mntorno.

— Encontramos condiciones de cntorno de las dos clases:
« demovimiento conocido, en el extremo fijo
» dederivadau’= N/EA conocida en el extremo libre

Ejemplo 5.1.2: Barr a con cargauniforme
Reobtener los movimientos & jemplo 4.2.2 (figura 5.3) integrando

laeaacion cela bara. p=-30 kN/m
P
A
2 = L e RNGEE. TR o =] B
E49 % 30 o Sm
dx
du 30 Figura5.3
E: ax +C1 Barra mn cagarepartidadel ejemplo 5.1.2
u= 23E‘24x2+clx+c2

En el extremo A conocenos u(0)= 0, y en el B, N(L)= EAu’ (L)= 0.Por consiguiente C,= 0, C,= -30L/EA:

15x 2 -3
u= ——(x-2L)= (0,1x°-x)x10"° m
2 5 2L ( )

Lareacdon en A serd - N(0)= -EAU’ (0) = 30L= 150kN.



5.4 Ecuaciones

Ensefianzas:
— El método ctla ewiaddn diferencial exhibe, respedo del método ce Bresse del gjemplo 4.2.2:

e ventgja no necesitamos sber hallar laley de esfuerzos axil es;

* inconvenientes:
» tenemos que mnoce la ewiaddn diferencial,
» tenemos que saber integrarla,
» v saber aplicar las condiciones de contorno:

B enmovimientos, en el extremo A,
o en esfuerzos, en€l B, (asi que «algo» de laley de esfuerzos tenemos que saber).

El métodotiene una ventaja mas, que ponemos de manifiesto en el gjemplo siguiente:

Ejemplo 5.1.3: Cargauniforme en barr a hiperestatica
Determinar losmovimientosy las reacdonesdela bara delafigura 54.

p=-30 kN/m
Este caso estan distinto del anterior quenolo podriamosresolver por *
el méododeBresdel capitulo 4 paquela estructura eshiperestética S A
tieneuna macaon de gpoyo enexceso queno nospermitesaber a priori

cuéntos de los 150kN aplicadosiran a apoyo Ay cuantos a B. El Figura5.4

métodode la eauad én diferencial no tiene problemas con eso: todo Barra hiperestéticadel gjemplo 5.1.3

esigual que en el ejemplo anterior:

2
EAM: 30
dx2

u= —2:2(i4x2+clx+C2

excepto las condiciones de cmntorno, que incluso son mas encill as: u(0)= 0 = C,= 0, u(L)= 0 = C,=-15L/EA
u= (x2—5x)><10'4 m

Lasreaceonesseran H,= -N(0)= -EAuU' (0), Hz= N(L)= EAU’ (L). ResultaH,= Hy= 75kN como erade esperar por
la aitisimetria del problema.

Ensefianzas:
— Elmétodo ctla ewiaadndiferencial tienelagran ventaja de que puede apli carse indistintamente a atructuras
isostaticas o hiperestéticas, sin necesidad de distinguirlas.

Ejemplo 5.1.4: Cargapuntual en barr a hiperestatica
Encontrar los movimientosy los esfuerzos de la barr a hiperestatica

delafigura 5.5a sometida a unafuerza purtual H en x=a. N, <_}"L_>Nz b) ;

Este problemanolo sabriamosresolver por el métodode Bress del H, - H
capitulo 4. Sin embargo, hemos visto en el ejemplo anterior que d % : S ;;B
método de la eauadon dferencial sirve igual para estructuras ? a) ?
hiperestéticasque paraisostéticas: ni siquierasenecesitadistinguirlas. ¥ a v b v
Lo queresultamésdificil de anticipar esque esteproblema esbastante Figura5.5

més complicado que €l del gjemplo anterior porque no tenemos una Barra hiperestéticadel gemplo 5.1.4

expresion algebraicade p(x). Lacargaaplicadaesnula, y la puntual
H latenemos que introducir mediante condiciones de mntorno.

Lasolucion de u(x)” = 0 con condiciones de contorno u(0)= 0y u(L)= 0, pareceia ser u= 0 en todod intervalo;
sin embargo, la cagatiene que producir movimientos. Estos ran linedes de laforma:

u(0<x<a)= u(x)= Ax
u(a<x<L)= uyx)= B(L-x)
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En estas soluciones ya hemos tenido en cuenta que satisfagan u” (x)= 0y las condiciones de u= 0 en cada extremo.
Ahoratenemos que determinar las constantes arbitrarias A y B «empalmando» ambas sol uciones, de maneraque en
x= a €l movimiento seaigual por laizquierday por laderecha, y que se cumplalacondiciéndeequili brioN; -N,= H
en larebanada (figura 5.5b)

" [ "’) Pl Pl
u'((x=a)-u'(x=a)= 7 11 1] E4 a| LEA

Hb H a
Resulta, pues: u(x)= —=x  u,(x)= —=(L-x
ap i® EAL %) EAL( )

y lasreacgones: H,= H% H,= H%

Conviene notar que en vigasde secddn constantelascargasaxiales ® reparten entre losapoyosigual quelas
transversales (ver figura 2.20b).

Ensefianzas
— Integrandola ewiaddn diferencial hemostenido
e laventgjade poder resolver un problema hiperestético sin darnos cuentade que lo era;
. el inconvenientedequela cagafuera puntual ha cmplicado mucho € problema por la discontinuidad
gue entrana:

» hemostenido que separar laviga en das tramos con expresiones de u(x) distintas,

» y empamarlos con las condiciones de:
o continuidad en u(x),
o discontinuidad conocida en U’ (X)= N/EA derivada de la presenciade la caga

puntual.

Resumen:
— Llamamos barra ala piezaprisméticaque solo resiste o soparta esfuerzo axil .

EAG) 2 |- p)

— La ewadon de equili brio delabarra es%

» enfuncion del movimiento longitudinal u(x) de sus puntos

» ydesucaga aial aplicada, p(x)

» con condiciones de mntorno de dos clases:
» demovimiento conocido en extremos apoyados u(x, )= u,
» 0 de &il conocido U’ (x,)= N(x,)/EAen extremos li bres.

— Encontrando la solucién de laeauadon anterior se pueden resolver problemas i sostéti cos e hiperestaticos
indiferentemente, sin necesidad de identificar €l hiperestatismo.

— Delasolucion resulta:
e €l movimiento u(x) de cala punto,
» laley de esfuerzos axiles N(x)= u’ (X)EA, y
» lasreacéonesde gpoyo H,=-N,, Hz= N;.

— Respedo del método e Bresse, se observan:
e ventgjas: cuando:
» cuandola expresion de p(x) es encill a de integrar,
» cuando hay hiperestatismo;
e desventgjas:
» cuando hay cargas puntuales aplicadas, porque:
o hay que introducirlas como condiciones de contorno,
o subdividiendo enintervalos s estan apli cadas en puntos intermedios;
»  esunmétodopuramente matematico que no instruye sobre d comportamiento fisico de
labarra.
— Hemosaprendidoquelascargasaxiales setransmiten alosapoyos igual que las transversales s se aumple:
* guelarigidezEA es constante, y
e losdos extremos tienen el movimiento u impedido.



5.6 Ecuaciones

5.2Ecuacién dela viga

Objetivo
Queremos encontrar laeauad6n de equili brio en movimientosdelaviga;

serduna ewiadOndiferencia quereladonelosmovimientosv(x) delapieza q(x)
prismética ©n la caga exterior transversal q(x) que aquélla resiste
exclusivamente por flexion (figura 5.6).

Pasos = —

Partiremos de la eauad 6n de equili brio en fuerzas, que ya obtuvimos en - oY
(2.5-1) y reamplazaemos €l esfuerzo M por su deformadon (3.5-1b) A > L
= M/EI: * *
2 Figura5.6
(5.2-1) d ]\21: q(x) Vigaresistiendo por flexion
dx una caga transversal
d? _
(5.2-2) ~lE@xl= 46

Después reemplazaemos la deformaddn y por su expresion en funcion del movimiento v(x) y... jvoildl Lo malo
es que estareladon alintenemos que encontrarla.

Relacion movimiento-defor macion
En algura asignatura de Mateméticas estudiarias undia que la curvatura y (inversa del radio de curvatura) de una
curvay= y(x) viene dada por la expresion:

rs

y

R

EnR.M. tenemosqueretocarlaunpoco parali mitarla amovimientospequefios—y hacelalined—. Si losmovimientos
son pequefios, también lo seran los giros, sus derivadas. Si'y “es pequefia, su cuadrado serd mucho més pequefio,
despredablefrente alaunidad que gparece @d denominador; portanto y =y ~. Como laordenaday esagui € movimiento
vV

2.
(5.2-3) x= 4

dx2

Introduciendo esta relad 6n movimiento-deformadén en (5.2-2) resulta finamente:

2 2
(5.2-4a) %[ EI%) - 4
Paralavigaderigidez @nstante, la ewiad6n anterior es:
4.
(5.2-4b) EI %= g(x)

Reauerda que tanto v(x) como q(x) serén paositivas hada ariba (figura 5.6).

Condiciones de mntorno
Cuandointegresesta ewladondiferencial de auarto gradote gparecean cuatro constantesarbitrariasquedeterminaras
con las condiciones de contorno. Las habra de dos tipos, cada una @n dos subtipos:

— de extremo con movimientos conocidos:
» flecha mnocida v= valor conccido, generalmente goyo con v= 0;
« giro conocidoV = & conccido, generalmente un empotramiento v = 0;

— de extremo con fuerzas/esfuerzos conocidos:
« momento exterior/fledor conocido, v'= M/EI conacido;
» esfuerzo cortante cnocido, v = -Q/El conccido.
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Ecuacionesreducidas
Estas dos Ulti mas expresiones sugieren otras tantas ealadones diferenciales reducidas

dv_ Mx)  dv__ 0k)

dx? EI e’ EI

gue nos seran mas fadl es de integrar quela (5.2-4) porque son de orden menor. Pero no nos valdran sempre: para
usar laa necesitamos conocer laley de momentos fledores; paralab, lade cortantes. Esta claro que solo nosvan
avaer paravigasisostéticas. La (5.2-4), en cambio, valdra para todas, todas.

(5.2-5a,b)

Resultados
Delaintegraciondela(s) eauad én(es) diferencial (es) anterior(es), como delamatanzadel cerdo, obtenemosdetodo:
— laelastica o deformadade laviga, v(x);
— losgiros en cualquier punto, &x)= v (x);
— laley de momentos fledores M(x)= Elv "(X);
— laley de efuerzos cortantes Q(X)= -Elv " (X);
— lasreacéones, M, = -Elv "(A), My= Elv"(B), V,= Elv""{A), Vy= ~Elv""(B).

Ejemplo 5.2.1: Vigacon cargaparabdlica
Calcular laflechay el giro maximosdelavigabiapoyadacargadacon
unasobrea@rgaen padbda desegundo gadoconmaximo g, ene centro

9o
y nula en los extremos (como en el problema 2.6.4). : ¢¢\L¢
LA AA A AN

Lo razonable seria cdcular laley de momentos fledorescomoenel A & ‘
problema2.6.4 eintegrarv "= M(X)/El. Perohallar M(x) damuchapereza ;Wf | 7%}}7
Atrevdmonos con v = q(x)/El: | L
dlv_ mi_[_) . :
dx* EI EIL L Figura5.7

d> 4qa L2 1 ( x 3 1 (x 4 x c Viga @mn carga parabdicadel giemplo 5.2-1
—_— =l - ady +
dc?>  EI [2x3\L) 3x4\L 2

Aqui paramos unmomento porque yapodemos apli car las condiciones de contorno M(0)= M(L)= 0, quedanC,= 0,
C,=-1/12 Conesto yatenemoslaley de momentosfledores (quizés con menosesfuerzo queen el problema?2.6.4).

Seguimos integrando;
- Yx® 1fx)" 1x
ET g2 EI |6\ L 12\ L 12 L

4qg L4 5 6 3
po el 1 [x)* 1 [(x)® 1 fx)ox o
EI |6x4x5\ L] 12x5x6\ L) 12x2x3| L L

M_ d2v__ 4‘1,,142

Ahoraapli camos|as otras dos condiciones de contorno, v(0)= v(L)= 0 que dan C,= 0, C,= 1/120. Por consiguiente:

i) (5 A5

Seria prudente cmprobar la simetria, v(x)= v(L -x). Algo nos diran los giros en los extremos:

gq,L*
90 ET

qL3 x4 x5 x2
oo 22 2] o 2] o 2]
90EI| \ L L L
q,L> q,L>
0,= 0(x=0)=-22 0.= 0(x=L)= =2
4= 06=0) 30EI 5= 0=0) 30ET

También se cmprueba lasimetria en A(x/L=0,5)= 0.

2 Estas eauadones resultan de reemplaza (5.2-3) en y= M/El, Q= -dM/dx
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Laflechaméximaresultav(x/L=0,5)= -61q,L*/576(El. S sabesqueparalaviga mncagauniformeq, es -5q,L*/384El
(1,23 veces mayor para 1,50 veces mas de caga) puedes estimar que & céculo es corredo.

Silasustentad én hibierasidohiperestética(uno o dsempatramientos) lo inico quehabria canbiadoserialaobtencion
delasconstantesdeintegradén. Por el métodode Bresse, €l cédculo con esta cargaen unavigaempotrada-apoyada
seria de espanto.

Ensefianzas:
— Integrandola ewiaddn diferencial de laviga se van obteniendo sucesivamente:
* laley de oortantes,
. lademomentos(eneste cao resultd mas encill a que por € procedimiento estético)
e losgirosy
» ladadticao deformada.

— Paraflechasy giros el procedimiento puede ser masrapido que d de Brese aiando:
e ((x) escomplicada pero fadl deintegrar, sin discontinuidades ni cargas 0 momentos puntual es;
e sepiden resultados en muchos puntos, o la dastica @mpleta;
» laviga eshiperestatica(porque  métodono dstingue).

Resumen:
— Hemos obtenido la eauad6n diferencial que gobierna la flexién de unaviga. Como es una exiadn en
movimientos, resulta validatanto para problemas isostaticos como hiperestaticos:

(Elv™) "= a(x)

— Hemos aprendido |as reladones entre movimientos 'y esfuerzos:
M(X)= Elv ", Q(x)= -Elv """

— Hemos encontrado das clases de andiciones de mntorno:
e enmovimientos, v oV prescritos; 0

o enesfuerzos, v'= M/El, v""= -Q/EIl conocidos,
s bien pueden aparece de tipo mixto.

— Hemos encontrado que & método ¢k integrar la ewiadon diferencial es:
e Vventajoso:
» cuanto méasen hiperestéticasealaviga,
» cuandola expresion andliticade la caga esfriendly.
e desventgjoso cuando adlian cargas y momentos puntuales.
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5.3La vigaflotante

Qué s

Setratadeunaviga enbebida en unterreno omedio
elastico (figura5.8a). En este caso no nos queda
més arma para su cdculo que la de integrar la
eaadondiferencia que enseguida encontraremos.

Hipotesis

Empezamoshadendolahipdtesisdeque & medio
eléstico que envuelve a nuestra viga dificulta €
movimiento v de cada punto de ellaopaniéndole
una fuerza de valor -kv (figura 4.8a). Esta
simplificaddn equivale a amitir que & medio
€léstico se comporta como una serie de muelles ’ /
independientes, cada uno de dlos reac¢onando
contra el empujén que redbe (figura 5.8b) pero
sin hace nadapor ayudar asu vecino. Enredidad,
una caga gli cadasobreunsuelo deformauncierto
entornodel puntodeaplicaddn (figwrad.8c).Esta Z£. . . . @ N’ — — e —.
inexaditud es admisible y puede quedar

parciamente corregida por la obtencion A=21/a

experimental del valor de k. < >
Coeficiente de balasto . Figura5.8

Experimenta menteobtendremosel mayor o menor Vigaflotante: reacéones del terreno, deformada

hurdimientov queuna derta cagaF repartidasobre

unasuperficieAproducesobreunterreno: o= f.v. A la onstante flell amaremoscoeficientedebalastoy lamediremos
en uridadesde peso espedfico afvkN/m?/m=kN/m?. Lasemejanza on & muell e eslasiguiente: unmuell ede mnstante
k sometido a unafuerzaf sufre unmovimiento u= f/k. Un suelo de coeficiente de balasto £ sometido a una presion
ose hurde v= alf.

Anchoxbalasto
Si lavigaesdeancho b, a hurdirse v en el terreno, éste laempuijara en sentido opuesto con g, (x)= -vfb, quetiene
unidades de cagarepartida por unidad de longitud de viga, KN/m.

Zapata; muelles equivalentes
Si lastensiones bajo una zgpata se pueden cdcular mediante laférmula de Navier (3.3-5), los movimientos bgjo la
misma serén (tomamos Ny o pasitivos de compresion):

V)= s»_ N M

O T B4

Todosucede como s bajo lazgpata hubierados muell es: uno vertica derigidezk,= SAy otro rotativo de rigidez
ks~ [A. Pero paraesto es necesario que las tensiones bajo |a zgpata sean todas de compresion, 1o que no sucede en
el ggemplo siguiente.

Ejemplo 5.3.1: Hundimientos de zapata excéntrica

Si bajo lazagpatadel gjemplo 3.3.4 setiene unsuelo de coeficiente de balasto f= 100.000kN/n?, el bordeizquierdo
se hurdird4,167mm. El punto medio, que transmite a terreno una o= 416,667x0,2/1,2= 69,444kN/m? se hurdira
ve= 0,694 mm. El giro serd 6= (4,167-0,694)/1= 3,472mrad.

Ecuacion diferencial
Lounicoquetenemosquehacelealaeaiadonen(5.2-4) esafiadirle etanueva cagarepartidaqueleopaneel terreno
circundante:

2 2.
4 EIﬂ = gx)-Pbv
dx? dx

2

gue para secdon constante es:
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Zx_%: q(x)-pbv

4

La escribiremos reagrupando los términos en v y llamandoa” = [o/4El:

! Y gty - ‘| B
(5.3-1) E{dx“ 4o v) q(x) [a 1B

Solucion

Setratadeuna ecladondiferencial li ned con coeficientesconstantes. Su solucién serdsumadelagenera delahomogénea
méslaparticular dela mmpleta. Lasolucién general delahomogéneaserasumadetérminosdelaformae™, satisfadendo
rla ewadon r*+4a4#=0. Susraices onlasr= (x1+i) por lo que lasolucion es de laforma:

(5.3-2) v(x)= e **(4sena.x+Bcosax)+e**(Csenax+Dcosax)

Estasoluciéntiene d aspedo deunafunciénarménica(figuras.8d) delongitud deonda(periodo) A= 21t/cx, de anplit ud
amortiguada por €l término e *, que deaecerapidamente, o ampliada por €l €, que aecevertiginosamente.

Condiciones de mntorno

Si lavigatiene dos extremos, habra dos condiciones de contorno en cadaextremo, que podran ser: en movimiento
v, giro V', momento fledor EIV’ o cortante -EIV"” . Si lavigaes delongitud semi-infinita solo tendraun extremo,
y €l segurdotérmino de (5.3-2) setendraqueanular paraqueVv(x) y todas susderivadas ®anfinitasadistanciainfinita.
Asi pues, en caso de viga semi-infinita trabajaremos con la solucién:

(5.3-3) v(x)= e **(Asenox+Bcosax)

Formularecurrente
Para obtener las derivadas usamos la reladon reaurrente que sigue:

(5.3-9) vx)= ae ’“[(—A -B)senax+(4 —B)cosocx]z o e **(4 'senax+B cosax)

comosi paraderivar multi plicdamospor ey derivasemoslasconstantesconlasiguienteregla: A'= -(A+B), B'= A-B.
Reiterando esta regla se obtienen las constantes de cala derivadade latabla5.1.

Ejemplo 5.3.2: Vigaflotanteinfinita con carga puntual
Supongamos unacarga P hadaabajo enx= 0 (figura5.8a). Lasolucién esla (5.3-3) con las siguientes condiciones
de mntorno en x= 0: cortante P/2 y giro cero (por simetria). Esto se traduce an:

v 7(0)= —2%]: 203(4+B)

v(0)= 0= a(4-B)
gue resulta en A= B= -P/82°El:

(5.3-5) v(x)=- P e “**(senox+CcoS0X)
8a3El
Tabla5.1
Constantes en las distintas derivadas de la désticaflotante
Vv A B C D
Vi -(A+B) A-B C-D C+D
v lo? 2B -2A -2D 2C
v o 2(A-B) 2(A+B) -2(C+D) 2(C-D)




§5.3 La vigaflotante 5.11

Ensefianzas
— Hemos obtenido la solucién de una viga flotante infinita sometida auna caga puntual. Para dl o:
»  hemosusadolasolucién general y eliminado de dlalos términos que aecen desaforadamente al
algjarnos; y
e aplicado condiciones de contorno mixtas de simetria:
» una condicién de extremo fijo, giro nulo;
» otrade extremo libre, cortante dado.

Ejemplo5.3.3: Vigaflotante semiinfinitacon cargas
en el extremo

Buscamoslaflexibili dad(flechasy giros) enel exremo
delavigasemiinfinita delafigura 5.9 sometidaen dicho
extremo aunacargapurntual paositiva (haciaarriba) P
y a unmomento pgsitivo (horario) M.

De nuevo lasolucién esla (5.3-3) con condiciones de ) o Figura5.9
contorno de momento fledor —M y cortante Pend Viga flotante semiinfinita @n carga purtual y momento en el extremo
origen:
v 0)= a2B”=-2402=-M | 4= M
(5.3-6) EI 202El
v (0)= o*B”"= 24+Bya’= L | p- L7*M
EI 203El
L os movimientos buscados n:
v(0)= B= P-oM
20.3El
0= v(0)= «B’= a(d-B)= 22M-P
202El
Escribiendo estos resultados de forma matricial:
Y, 1 1 -o Pa
(5.3-7) =
0, 20%EI\ -a 2¢*)\ M,

se comprueba que la matriz de flexibili dad es smétrica

Ensefianzas
—  Hemosobtenido laimportante sol ucion de unavigafl otante semii nfinita sometida en su extremo a una caga
puntual y a un momento exterior. Para dl o:
e hemos usado la solucién general dela ewadény
. hemosapli cadolascondicionesdecontorno de extremo soli citado pa esfuerzos cortante y fledor:
» como las cargas aduaban en el lado dorsal (cara -x), los sgnos de |os esfuerzos eran
opuestos alos de las cargas.

— Hemosescrito lamatriz deflexibili dad (movimientos/fuerzas) del extremo de la viga flotante semiinfinita.
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Resumen:
— La ewaddn diferencial de laviga flotante se obtiene afiadiéndole un término de carga q(x) ala ewiaadn
de laviga sometida aflexion.

— El nuevo término resulta de suponer que el terreno circundante se opane d movimiento como lo hariaun
campo ce muell es elasticos en cada punto:
» dificultando el movimiento del propio purto,
e sinconexion n solidaridad con € muelle del punto veano.

— Lasolucion general consta de cuatro términos armonicos, con otras tantas constantes de integradon; de
ellos:
e dostérminos £ anortiguan con la distanciay siempre ac¢tan en la solucion;
. otrosdostérminosseamplifican conladistanciay es predso prescindir de dl os en vigas de longitud
infinita o asimil ables.

—  Lasconstantesdeintegradon (4 en vigasfinitas, 2 eninfinitas) se determinan con las condiciones de cntorno,
igual que en las vigas en flexién.

5.4 Problemas WWANARNR Y |-

iz o
Problema 5.4.1: Vigaempotrada en un terreno ) 10m B,
Lavigadelafigura5.10aconsisteen unvoladizo empotrado  ~
en interrenodadtico. Lalongtudempatrada puede onsiderarse
infinita. Lasecadnes redanguar de0,60mdeancho pa 1,00m
de anto. mbduo de dagticidad ol hormigdnesE=2x10" kN/nm?
y el coeficiente de balasto del terreno, p= 210.000kN/m?®. Se
deseaconccer laflechay d giroene extremolibredel voladizo
sometidoalacarga uriformequesemuestraenlafigura 5.10a.

Las leyes de esfuerzos en la parte libre se muestran en las
figura 5.10b,c. Los movimientos de su extremo A son:

1500
8,=0,+=22210
4 "B 3 g1

v, = vB—BBIO—%%IO%IO

Figura5.10
Voladizo empotrado en unterreno del problema5.4-1

Necesitamos, pues, conocer |los movimientosde arrastre dela
vigaflotante semiinfinita del apartado anterior sometidaen el
extremo a las cargas P= -100kN, M= 500 kNx m. Estos los

hallamos en €l apartado anterior:
vs) 1 (1 -a [-100)
0, 20%EI\ -a 2a2/\ 500

Compruebael resultado intuitivo de que tanto la carga como el momento tienden adarnosflechahadaabajoy giro
antihorario. Los parametros son 1= 0,05nt, El= 10° kNxn?, o/= Sb/4El= 0,0315m™, o= 0,4213m™. Resulta

V| 6,687 1 -0,4213|| -100} 1 -2.077
0, EI \ -0,4213 0,3550 500 EI\ 1.469

Conestosvalores llega alos sguientesmovimientosdeA: 8,= 3.136El= 3,136nrad, v,= -29.267El=-29,3mm
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Lasleyes de esfuerzos en la zona enterrada vienen dadas por:

M_ e w2 x4 “’senoix+B ~'coS0Lx)
ET
—ng v'= 0de (4" ’senox+B’ cosox)

Las constantes de integrad 6n salen de las condiciones de contorno y de sus reladones entre ell as de la tabla 5.3:
B "= M(0)/’El=-2,817x 103 = -2A, A= 1,409x 103, B "= -Q(0)/ #°El = -1,337x 10 *= 2(A+B), B=-2,077x 102,
Por consiguiente, A= 2B=-4,155x103%, A”"= 2(A-B)= 6,972x103. Con esto se tiene:

M(x)= o’e *(-4.155senax-2.817cosex)

a
@ O(x)=-o’e "*(6.972senox—1.337cosox)

Los gréaficos de estas funciones & muestran en las figuras 5.10b,c. La deformada viene dada por la ewiadon:
v(x¥)= e *(1,409senox-2,077cosox)x1073

y sugrafico semuestratambiénenlafigura5.10d. Esinteresante entender quelareaceén queproparciona d equili brio
de cagas verticdeslatiene que dar € terreno, por lo que:

fwBbv(x)dx= qL=-100 kN

(Como la carga es hada abgjo, la reacédn tiene que ser hada ariba, y para esto la deformada tiene que ser
predominantemente hada abajo.) Hagamos la cmprobadén. La primitiva de v(x) sera unafuncion de laforma:

1 -
—e ™% [Aosenax +Bacosocx]
o

tal que d derivarlanos dé:

v(x)= e "”[( -A,-B,)senox+ (Aa—Bo)cosocx]

por lo que:
-4,-B,= 1,409x107® | A,=-1,743x1073
A,-B,=-2,077x1073 } B,= 0,334x10°3
Calculamos:
Bb f “y(x)dx=
= BYo-exy senax+B cosax)=- PoB, _ 9,804
o o o

La ewiaddn de ladeformada en la parte exterior es:
2
W2)= vA+eAz—l£Iz§: (~29,267+3,1362-0,4167x1032%)x10"3

gue dedivamente en z=10davg=-2,077mm el descenso cdculado para ese punto en laviga flotante.
El maximo momento fledtor se obtiene de las eauadones (a) viendo dande se anua Q(X):

O(x)= 0 — ax= arc tg%: 0,1895 = M=-521,18 kNxm

locdizadoen x= 0,45m. El siguiente maximo se encuentraen ax= 0,1895+ 7= 3,3311encuyo x= 7,907msetiene
M= 22,52 kNxm.
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Ensefianzas:
— Hemos empalmado las distintas ©luciones de unaviga enpotrada dasticamente en unmedio flotante:
» losesfuerzosen la parte exterior, isostética, eran los mismos de una ménsula,
e losesfuerzos de la parte «sumergida» eran los correspondientes a una viga flotante semii nfinita,
hiperestética, con esfuerzos prescritos en € extremo los que le Il egan de la ménsul a;
* los movimientos de la parte sumergida ean los resultantes de integrar su eauadon diferencial;
* los movimientos de la parte exterior tenian dos componentes:
» larelativa, de aalquier ménsula, més
» lade arastre, con dos términos:
o flechade arastrey
B giro, que produce unaflechade arastre alicional de girox distancia.

—  Encontramos|osval oresextremos de los momentosfledoresen |os puntos donde €l cortante es nulo. Estos
purtosdistanentresi 4/2= 7/ ¢. Observamos coémo se anortiguanlosesfuerzos: € momentofledor sereduce
amenos del 5% (e ") en A/2= 7,457 m.
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6.00Dbjetivosy contenido

Objetivos | Contenido

Generales:
— Entender qué es el hiperestatismo, como evaluar su grado, cudles son sus manifesta-
Ciones 0 conseauencias, sus ventajas y sus inconvenientes.

— Aprender aformular los sistemas de eaiad ones algebraicas que conducen a resolver
un problema hiperestético

Espedficos:
— Aprender adetedar €l hiperestatismo, distingur sustipos, evaluar su grado, conocer
susventajasy susinconvenientes, y saber como seresuelven en general lasestructuras
gueloexhiben . ... ... ... . . 86.1

— Aprender aresolver de manera intuitiva estructuras hiperestéticas muy simples,
* enedtructuras de barras, y
e ENVIgasS SMPIES. ... 86.2

— Aprender el método ck cdculo de vigas continuas
» yextenderlo aotras estructuras en las que se pueda emplear  ......... 86.4

— Aprender el métodogeneral de cdculo de estructuras hiperestéticas,
» escribiendo automaticamente d sistema de eaiadones
» con hiperestéticas de goyo rigido,
» con hiperestéaticas de goyo flexible,

» con hiperestéticasinternas. ............................ 86.6
Adicional:
— Adaquirir soltura en laresolucion de estructuras hiperestéticas,
o SeNCIllaS, . 86.3
e deviga mntinuay asmilables, .............. .. .. .. ... ... 86.5

o geNErales. ... . 86.6




6.2 Hiperestaticas

6.1 Hiperestatismo

Qué s
Una estructura es hiperestéticas no esisostaticaporque mntiene redundartias de dguro delos dostipos:

— Le sobran apoyos o coacdones exteriores: tiene més de |os estrictamente necesarios para asegurar €l
equili brio estético, o

— Lesobran caminos internos para conducir las cargas alos apoyos. tiene méas elementos resistentes que los
estrictamente indispensables.

Tipos
A tenor delo dicho, se pueden dar dos tipos de hiperestatismo:

— hiperestatismo externo, cuando las coacdones exteriores $n excesivas, 0
— hiperestatismo interno, cuando hay redundancia de caminos para conducir las cargas.

Reauento de hiperestéaticas
El procedimiento para determinar €l grado ce hiperestatismo de una estructura consiste en:

— compararla @n ureisostatica paroén, y
— sumar las redundancias que se observen respedo de aquéll a, de la siguiente manera:
e +1 pa cada macdoén exterior adicional, sea étade goyo rigido oflexible (muelle);
* +1 pa cada esfuerzo gque pueda transmitir un elemento resistente redundante:
» +3d esunaviga(que trasmite &il, cortantey fledor),
» +1d esuncable (que solo trasmitira esfuerzo axil);
« -1 pa cadarétulainstalada.
Yase dijo en §2.2 que estructuras isostéticas patron solo hay dos: laménsula generalizaday con apéndices de la
figura6.1a, y lavigabiapoyadageneralizaday con apéndicesdelafigura6.1b. Comparandoconlasegurdadeellas
se determina que:
— El portico delafigura6.1c es de grado e hiperestatismo 1, por su coacdon horizontal en B.
— El portico delafigura6.1d esde grado e hiperestatismo 1, por el cable diadido entre Cy D.
— El marco delafigura6.1e es de grado ce hiperestatismo 3, por laviga dladida ettre Cy D.
— El pdrticotriarticulado delafigura 6.1f esisostatico porque el reauento arroja cero hiperestéticas. +1 por
lacoacdon horizontal enBy - 1 por larétulaintermedia. El pértico triarticulado esunaestructurabastante
freauente y quizés debiéramos considerarla mwmo estructura isostaticabésica

Comparando con laménsula generalizada de lafigura 6.1a, se determina que:

— Laménsulacon pescante atirantado de lafigura 6.1g es hiperestéticade grado 1, por € cable que coneda
sus apéndices.

— El arco delafigura6.1h esde grado ¢k hiperestatismo 2, por los dos apoyos flexiblesen By C.

El reauento de hiperestéticas debe arojar €l mismo valor si se parte de una u otraisostéticabéasica

1 Ademésdelasrétulas, que se disponen para diminar e momento fledor en urasecdadn, pueden darse otrosingenios mecdicos para anular
el cortante o € axil. En tales casos habra que diadir un - 1 por cada esfuerzo liberadoen urasecaon.
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Apéndices 0 Apéndices 0

Figura6.1
Reauento de hiperestaticas

Hiperestéaticas efedivas

El reauento anterior daunresultadototal que avecesno se manifiestaen el cdculo paraalgures cargas particulares.
Asi, la viga empatrada-apoyada de la figura 6.1i es de grado de hiperestatismo 2; sin embargo, para cagas
perpendiculares aladiredriz y momentos, en flexion (que no intenta modificar su longitud), sblo se manifiestaun
grado de hiperestatismo; para cargas horizontales sblo se manifiesta el otro. En el apartado de vigas continuas nos
fijaremos mas en este fendmeno.

Ventaja einconveniente
Veremos que las estructuras hiperestéticas exhiben:

— laventgja de que reparten mejor 1os esfuerzos:
» entrelos elementos resistentes que la cmponen,
* entrelas scdones de un mismo elemento resistente.

— e inconveniente de que sufren esfuerzos por movimientos impuestos, tales como:
+ dilatadon térmica o
e imperfecdones geométricas, o
* movimientos de los apoyos...,
los cuales no afedan, en cambio, a las estructuras isostéticas, libres para aomodar cualquier tipo de
deformadén y para moverse asu antojo?.

Célculo
El métodogeneral de cd culo deestructuras hi perestati cas se describe con detall een el apartado 6.6. Adelantaremos,
no olstante, los pasos a seguir:

2 Estapuede ser unadefinicion ce estructura isostética la que permite deformadones impuestas $n generar esfuerzos en ella.
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— Sereducela estructura hiperestatica aotraisostatica asociadade
la siguiente manera:
» reamplazando las coacdones externas redundantes por
sus reacgones exteriores, desconocidas, y
» reamplazaxdo cada demento resistente mnsiderado
redundante por los esfuerzos (desconocidos) que A
transmite.

—  Seescribe(y resuelve) el sistema de eauadones hiperestéticas que
expresan que bajo las cargas exteriores (conocidas) y las
hiperestéticas (desconocidas) se ohtiene:

* movimientos nulos en las direcdones de |as coacdones
liberadas, y

* movimientos relativos nulos entre |os extremos de los
elementos resistentes redundantes y la estructura.

. . . . L. Figura6.2
Asi, por gemplo, el cdculo delaestructura hiperestaticade grado 2 dela Reducdén de estructura hiperestética
figura 6.2a se puede redizar de la siguiente manera. Escogemos como aisostética aociada

incégnitas hiperestéticas lareacedn horizontal del apoyo By latension T

en el tirante. Asimilamos s1 comportamiento al de la estructura isostatica asociadade la figura 6.2b sobre la que
aduan: la caga exterior, conocida, y las fuerzas desconocidas Hy y £ T. Se escriben las eauad ones hiperestétices,
que expresan que, bajo ambos grupos de cargas, se dan los siguientes movimientos: U= 0, Op@@= G @0,
Resolviendolas  determinan Hy y T.

En el apartado 66 se dan reglas para escribir €l sistema de eaiadones hiperestéticas de forma aitomética

Resumen
— Estructuras hiperestéticas n las que poseen redundartias
e externas, por exceso de macagones de goyo, o
* internas, por disponer de mas elementos resistentes que los indispensables.

— El grado de hiperestatismo se determina comparando con ura estructura isostéticatipoy sumando:
» el nimero de reaccones externas en exceso de 3,
» losapoyos flexibles cuentan igual que losrigidos;
» el nimero de esfuerzos que pueden transmitir 1os €l ementos resistentes redundantes;
e -1 pa cadarétula dadida.

— Algures cagas exteriores no adivan todas las coacdones hiperestéticas.

— El hiperestatismo:
» esfavorable para cagas gravitatorias: reparte mejor los esfuerzos
» esdesfavorable para movimientos y deformadones impuestos (asientos, dil atadones)

— El cdculo de estructuras hiperestatices ® rediza
» convirtiendola estructura en otra isostaticaasociada, reemplazando las coacdones redundantes
por cargas exteriores desconocidas, y
. determinandodichasincognitasde modo que los movimientos de la estructura isostaticaasociada
cumplan las mismas restriccones que los de la hiperestaticaoriginal.
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6.2 Estructuras hiperestaticas smples

Ejemplo 6.2.1: Reparto de una fuerza horizontal
Enunavigabiarticulada (figura6.3a) derigidezaxial EAconstante

queremos encontrar cOmo se reparte entre 1os apoyos una caga H, H a) H,
horizontal H que adla en unpunto intermedio x= a del vano de —> = >
luz L. >
¥ a K b ¥
- ) /:/ A L 4V
Isostatica asociada 7 A
Setratade unaestructurahiperestaticadegrado1; sinembargo, este H H b) E;

A
hiperestatismo solo lo adivan las cargas horizontales: para cargas 7 § > ;;

verticdes o momentos esta viga se comporta como isostética H
Podemos elegir como incégnita hiperestéticalareacéon horizontal H V A <D>
<—

en A o lareacéon horizontal en B. Eligiendo esta Ultima resulta > 9
Como estructuraisostéticaasociadalade figura6.3b, sometidaala H
carga exterior H, conocida, y a la reacién Hg desconocida. La H, <D>
mision de esta Ultima es mantener € punto B inmévil; laeaadén <ﬂsV AE;
hiperestéticao de mmpatibili dad es, pues, ug= 0. ) d)
Superposicion H, H <D> ¢) H,
Sobre la estructuraisostaticaasociada adlian dos clases de cargas: 6%77? 7 <
las exteriores, conacidas, y lareaceon hiperestatica, desconocida. ) ?
Invocando € principio de superposicién, cdcularemos sparada- >D<
mente las contribuciones de calauna d movimiento uj.

Figura6.3

Esfuerzos, movimientos Estructuray diagramas del ejemplo 6.2.1

Para cdcular dichos movimientos es predso determinar antes los

esfuerzos que los producen. Es conveniente separar 10s casos de carga exterior y reacédn hiperestéica Sobre la
estructuraisostéticaasociadade lafigura6.3b lacargaexterior producelaley de esfuerzos axil esde lafigura 6.3c,
y lahiperestaticaHg, lade lafigura 6.3d. Con ellas s determinan los movimientos sguientes:

(ext) _ Ha . (Hp) _ HB‘L
U E M

¢Deformacion por axil ?

Ladeformaddn por esfuerzo axil se despredacasi siempre frente ala de flexién. Como aqui no hay deformaaén
deflexidn, no podremos despredar frente a ellaladeformaddn por axil: jnos quedariamos sin deformadones con
las que cdcular los movimientos de nuestra eaiadén de compatibili dad!

Ecuacion hiperestatica
La ewiaddn hiperestética es, pues:

Ha,p, L_, ) )
EA PEA P a . b ApaL
El valor de lasreacdones es: Hb/L H
VAN N
(6.2-1) H=-AY, H--H2 ) b )
L L o
] P
y laley de efuerzos axilesfinaesladelafigura6.3e. ‘ = :
Pb/LA7 9] %
: Pa/L4~
o o
Figura6.4

Reparto de cagas verticdes, horizontales e inclinadas
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Ensefianzas:
— Hemos resuelto una estructura hiperestéticaexerna de grado 1 pa e método general. Hemos dado los
siguientes pasos:

» considerar una estructura isostética aociada @n:
» cargas exteriores, conocidas,
» yreaceon hiperestética desconocida;

e escribir su eauadon de compatibili dad en movimientos;

e determinar separadamente los esfuerzos de cala sistemade cagasy, apartir de dlos,

e cdcular los movimientos que cala caga gorta ala eaiadon de compatibili dad;

* resolver la ewiaddn hiperestaticay recomponer las leyes de esfuerzos.

— Hemostenidoqueincluir lasdeformad onespor esfuerzo axil porque no habia otras mas importantes frente
alas cuales despredarlas.

— El resultado es sorprendente: en la viga de secaon constante las cargas horizontal es se reparten entre los
apoyos igual que lo hacen las cargas verticdes (en ura viga de secaén cualquiera) (figura 6.4a,b). El
corolario es que en las vigas de secddn constante las cargas incli nadas producen reac¢ones paralelas a
ellas (figura 6.4c).

— Observamos que mientras en la viga isostaticatoda la caga H se lallevauntramo (figura 6.3c), en la
hiperestética se reparte entre los dos (figura 6.3€).

Ejemplo 6.2.2: Cargas mecanica y térmica sobre estructura detresbarr as

Se trata de encontrar qué esfuerzos axiles produce en la estructura de la figura 6.5a (de igual secaon EA'y
articuladas entre si en suextremo comiinD) las siguientes cargas consideradas separadamente: (i) unacargavertica
P, (ii) una caga horizontal H, y (iii ) unincremento de temperatura AT° sobre la barra AD.

Isostatica asociada, compatibili dad

Para sujetar las carga serian suficientes dos barras, que se las repartirian entre dlas de awerdo con laregla del
paralelogramo defuerzas (figura6.5¢). Considerandolabarravertica como elemento redundante que sélo conduce
esfuerzo axil, encontramos que la estructura es hiperestaticainterna de grado 1; su estructura isostética &ociada
puede ser lade lafigura 6.5b. La eaxiad6n de compatibili dad debe expresar que los movimientos verticdes (i) de
la estructura isostaticaasociada bajo lacargaexterior y €l axil N,, y (ii) delabarra central bajo su esfuerzo N, han
de ser iguales. Empezamos con la hipétesis de caga verticd P.

Esfuerzos, movimientos; contragradiencia
Laregladel paralelogramo dada para la estructura isostatica sometida auna caga verticd P-N, los esfuerzos
(figura 6.5¢):

@ 2Nlcos[ %—4)] = P-N,

El alargamiento de cala barra (de longitud L/sen¢) debido a su esfuerzo es:
P-N,

(b) 5. = 5. = 2send send
AD CD EA

lo que lleva alos extremos de cada barraalas posiciones D'y D" (figura6.5d). Paraacéaar en posicion aceptable
para anbas, giraran en torno a sus puntos fijos A y C describiendo unos arcos de circunferencia degeneradas en
segmentos perpendiculares D'D,, D"D,; acédando, pues, en laposicion D;. El desplazaniento verticd hada abajo
v= DD, en la estructuraisostatica aociada vale:

o) P-N.
(C) v= AD — 2 L
cos(n/2-¢) EA 2sen’d
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v e
B _
¢
— Nl
P
74 D N3
VNQ ¢

| L/tgdp . Litgd |
4 4 A

Figura6.5
Estructuray diagramas del iemplo 6.2.2

Observa el diferente tratamiento de las fuerzas en (a) y los movimientos en (c) que proclama el principio de
contragradiencia:

— lasfuerzasen lasbarras % proyedan pararesistir lafuerzadel nudo, mientras que
— €l movimiento del nudose proyeda para da los movimientos de las barras.

En la barra aislada BD su esfuerzo axil provoca un desplazaniento verticd hada abgjo de valor N,.L/EA La
compatibili dad exige que anbos desplazamientos verticdes ®an iguales:

P-N, L _NL P

(d)

E4 25en3¢_ E4 2 2sen’d+1

El resultado tiene buen aspedo: si ¢= 772, N,= P/3 como dictala razon. Los demés esfuerzos axil es salen de la
eaiadon (a):
Psen’
(WV;=) Ny= %
2sen°d +1
Cargahorizontal
La carga horizontal H provocara esfuerzos axiles iguales y de signo contrario sobre las barras de la estructura
isostética
H
2cosd

Ny=-N,=

El alargamiento y acortamiento consiguientes encontrarén su punto de encuentro en el punto D, de lafigura 6.5e,
situado en la horizontal DD,. Por tanto, la barra BD se movera a BD, sin necesidad de alargarse, sin provocar
esfuerzo axil: N,= 0. Este resultado concuerda @n lo esperado pa la atismetriade la caga
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Cargatérmica
Esta carga funciona como cualquiera otra. Los movimientos u,, vV, del punto D (figura 6.5f) en la estructura
isostética asociada se cdculan con laférmula (4.4-3); el encuentro se logra @mo en (4.4-4):

24 _
up= LaAT+61L: 0,L 0,= MaAT
tgd s s N %tgd)
v = LaAT-0, —= 0,—— p.= 18 ¢+1¢xAT
° "tgd Ctgd 3 T 2igd
Vp= L aAT
2sen’d

(El desplazamiento u, no interesa: no tensiona la barra central.) Corregimos este movimiento v, introduciendo
fuerzas N, en labarra2 y en la estructuraisostética onsiderada. En esta Ultima N, produce el movimiento dado
en (c) con P= 0. La ewiadon hiperestética equivalente ala (d) anterior es ahora:

L _oar-——L N-nNEL
2sen’} 2sen’d EA E4
_ _sendp EAoAT
2sen’dp +1
Y reardando (a) encontramos los demés axil es:
N.
N=Nz=-—2 =1 pqear

2send 2(2sen’dp+1)

Ensefianzas
— Hemos aplicado el métodogeneral de resolucion de una estructura hiperestaticainterna para hipétesis de
caga heterogéness:
o fuerzesexteriores,y
* movimientos impuestos (por cdentamiento)

— Vemos quela ewiadon hiperestética es ssmejante paratodos los casos de caga
e El coeficiente de laincdgnita hiperestética es sempre & mismo, y

» solo depende de la estructura isostética asociada;

» representa d movimiento (o lasumade movimientos) causado pa unafuerza
hiperestética unidad;

» es dempre positivo (0 suma de términos positivos) si la fuerza hiperestéticay su
desplazamiento se toman pasitivos con el mismo sentido.

e Eltérminoindependiente es el movimiento causado por la cagaexterior a aduar sobre la estruc-
turaisostética aociada

— Sehapuesto de manifiesto €l principio de mntragradiencia:
» lasfuerzasenlasbarras ® proyedan pararesistir lafuerzadel nudo, mientras que
e €l movimiento del nudo se proyeda para dar |os movimientos de las barras.

—  Hemoscomprobadoquelasestructurashi perestati cas sufren esfuerzos cuando se las somete amovimientos
impuestos (no asi las isostéaticas).
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Ejemplo 6.2.3: Vigabiempotrada
Queremos encontrar cOmMo se reparten sobre una viga
biempotrada los momentos fledores producidos por una
sobrecagauniforme g (figura 6.6a).

Grado de hiperestatismo

Se trata de una estructura hiperestética de grado 3 Sin
embargo, uno de €llos (el de reparto de reacdones
horizontales) solo se ativa mediante cagas axiaes: para
cargas de flexion (perpendiculares aladiredriz o momentos)
el gradode hiperestatismo efedivo es2. En este caso, ademés,
podemos aprovedhar la simetria para reducirlo a uno.

M étodo 1 unaincognita
En efedo: s tomamos como estructuraisostatica aociadala
viga biapoyada con momentos en los extremos de igual
magnitud y sentidos opuestos (figura6.6b), lamision de éstos
serdanuar losgiros 8,y G, delos extremos. Laeaadon de
compatibili dad es:

85+69%= 0

_gL® ML ML_
24EI 3EI 6EI
_ gL?
12E1

iLaley de M, se mueve!

La ley de momentos fledores resultante es la suma de las
correspondientes a la caga uniforme (figura 6.6¢) y a los
momentos de empatramiento (figura 6.6d); esta suma se
dibuja e lafigura 6.6e. El hiperestatismo empuja hacia
arriba la ley de momentos flecores de la estructura
isostatica.

M étodo 2 dosincognitas

Laelecddn deincdgnitas hiperestaticas no afectaa resultado
pero si, a trabajo necesario para hallarlo. Asi, si elegimos
como estructura isostatica asociada la ménsula de la
figura 6.6f, las incognitas hiperestaticas srédn dos, Mgy Vg,

M

6.9
q
NN VVVVVVVY,
a)
g%‘&"&"&’‘6"6"6"6"6"6’/;;’g
M
r S g
T NN
d)
R T T T T T T T AT A *
fg N s

VL

—qL’/2 |

M,

224
&
K

g

h

L )

Figura 6.6
Vigabiempotraday diagramas del gjemplo 6.2.3

en vezde una, porque hemos roto lasimetriadel problema (amenos que tengamos la astucia de deddir Vg= qL/2).
Las eauadones de compatibili dad serén &,= 0, vy= O (escritas en el mismo orden que sus incognitas "novias'),
movimientos que se ohtienen a partir de las leyes de momentos fledores de las figuras 6.6g-i:

2
6,2 Moy, 1Vel; 1qL7;
EI 2 EI 3 2EI
M V.L 2
V= —BL£+1LL2L—1£L§L= 0
EI 2 2 EI 3 32EI 4
Este sistema queda limpido escrito en formamatricial:
L? 2
L = 1 _-49L”
(d) 2 (MB]_ qL3 3 MB 12
2 73 - 2l T L
L_ L_ VB 6 4 VB: q?
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M étodo 3 truco de profe repelente

Si hemos entendido que los momentos hiperestaticos en los extremos “suben” la ley de momentos fledores,

podemos cdcular cuanto hade ser esta“ subida” paraque el giro relativo entre los dos extremos de laviga seacero.
Las &reas de momentos fledores negativa M’ y paositiva deben ser iguales. Por tanto:

M'L= EﬁL - M'= ﬂ
3 8 12

Ensefianzas:
El resultado final no depende de las incognitas hiperestéticas escogidas; €l esfuerzo de caculo, si.

Laley de momentos fledores en la viga hiperestética esla de la viga isostéticapero
* desplazalahada"arriba" (cuando el efedo hiperestético es beneficioso),
» locual reduce é esfuerzo maximo.

El sistema (d) de eaiadones hiperestéticas (si se escriben las eauadones en el mismo orden que las
incégnitasy con €l mismo criterio de signos):
* €S Smétrico,
e los coeficientes de la diagonal principal son paositivos,
e lamatriz s6lo depende de la estructura,
» ¢l término independiente antiene |os movimientos por cargas exteriores, con signo negativo.
» Sinoscambian la caga exterior sdlo tenemos que canbiar €l término independiente.

100 kN/m 100 kKN/m
YVVVVYVVVVYVY VVVYVVVVVVY
i 180 k £
& 300k
1 300 kN
.9
v 6 m v
S 5 CP&q
30 30

0,30 m

Figura6.7
Estructuray diagramas del problema 6.3.1
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6.3 Problemasde estructuras hiperestaticas ®ncill as

Problema 6.3.1: Cargas oblicuas
Enlavigadelafigura6.7a, cargadacomo se muestra en la propia figura, cuya secdéntransversal se muestraen
lafigura 6.7b, se pide determinar:

a) La maxima tension ce aompresion.

b) La maxima tension ce traccion.

¢) La maxima tension tangencial.

Asi como la localizacion (secadny fibra) en que aquell as tensiones € producen. (Examen enero 96)

De aauerdo con las ensefianzas del jemplo 6.2.1, lacarga horizontal de 300kN producirareacéones horizontales
inversamente proparcionales a su distancia alos apoyos: H,= 300x3,6/6= 180kN, Hy= 300<2,4/6= 120kN; y la
cargaverticd (definidapor unidad de longitud proyedada, x), reacéones verticdesV,= V= 300kN (figura6.7c).

Las leyes de esfuerzos sran (en el sistemax, y delafigura6.7c):
N“O(x)= (300-100x)senc - 180cosc
N©CB)(x)= (300-100x)senc +(300-180)coso.

2
MYO(x)= 300x+180y- 100"7

2
MCB(x)= 300x+180y- 100%—300(;;—2,4)

en donde y= x, cosa= sena= v2/2. En e punto C se tienen los siguientes esfuerzos. N._= -84,85 kN,
Nc,.= 127,28 kN, M= 864kNxm.

En el centro del vano setienen los sguientes esfuerzos:

N,,= (300-180-100x3+300)v2/2= 84,85 kNxm

M,,= 300x3+180x3-100x3x3/2-300x0,6= 810 kNxm
Las leyes de esfuerzos axiles y momentos fledores n las que se muestran en lafiguras 6.7d,e. Esta Ultima esla
suma de la parabola de 2° grado de la carga distribuida més el tridnguo de la carga puntual, que se muestran de
puntos en lafigura6.7e.

L os pardmetros mecénicos delasecddn son: A= 0,45n?, ¢= 0,33m, ¢= 0,57 m, I= 0,0293m, M_™= 0,0486n?.
La combinad6n pésima para producir tension de cmpresion se da en lasecadén C-, fibra superior dela secaon:
ore-- 28485 864 33 99196 kvim?

0,45 0,0293
Lamaximatensiéon de tracddn se producira en lafibrainferior de C*:
oraero 127,28 864 4 57 17.091 kNim?
0,45 0,0293
La maxima tension tangencial se tendra sobre la fibra neutra de la secaén A, donde € cortante vale
(300+180) v2/2= 3394 kN:
_ 339,4 0,0486 _

T 1.876,5 kN/m?
0,0293 0,30

Ensefianzas:
— Noshasidomuy (til saber de antemano cémo se reparten entre los apoyos las cargas obli cuas a una viga.

— Enlasvigasredas < produce desacoplamiento entre |os esfuerzos axil es y de flexion:
e paralos esfuerzos axil es, solo cuentan las cargas axiales.
e paralos esfuerzos de flexion (cortantes y fledores) solo, las cargas transversales
» perpendicularesalaviga
» y momentos
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Figura 6.8
Estructuray diagramas del problema 6.3.2

Problema 6.3.2: Apoyo aveso

Lavigadelafigura6.8aesta empotradaen su extremoizquierdoy simplemente apoyadasobre unplanoinclinado
45° en su exremo derecho. Susecdén esredanguar de 50 cm de canto por 35 cm de ancho. La viga sufre un
incremento térmico de 55°C en su cara superior y de 45°C en su cara inferior. Se admite que en €l interior la
temperatura varia linealmente en el canto. Las caracteristicas del material son: E= 20.000MPa, ¢=10°°C*. Se
pide:

a) Dibujar y acotar lasleyes de esfuerzos axil, cortante yfledor.
b) Determinar los tres movimientos del extremo B dela viga
Nota: Se despredaran las deformaciones producidas por los esfuerzos axil y cortante. (Examen junio 95)

Solucién 1

a) Tomamos como incégnita hiperestéticalareacdon en B. Liberando su coacdon, por efedo delacargatérmica
el punto B tendrda un movimiento horizontal u, debido al alargamiento térmico® y un movimiento verticd v
producido pa la arrvatura:

B
AT -AT,
vom—a—=s gL 5 5x107% m
B h 2

uy= aAT,L= 2,5107 m

Aungue producen movimientos, estas cargastérmicas no producen esfuerzos sohre la estructuraisostéticaasociada.

Se ve que €l efedo térmico lleva el punto B alaposicion B' de la figura 6.8b. Este punto no yacesobre d plano
inclinado ¢k la sustentaddn en B por lo que habra que introducir unareacdon en B (de eomponentes Vy, Hg) que
lolleve aB,. Este punto debe estar sobre laverticd de B porque d despredar la deformaadn por esfuerzo axil 1a
viga debe mantener su longitud final L+uj; el lugar geométrico de B, es, pues, la circunferencia de centroen Ay
radio L+ug , que para movimientos pequefios degenera en € segmento perpendicular a B. La eauadon de

3 El hecho de que se nos permita despredar |as deformadones por axil e= N/EA (frente alas de flexion €(y)= - x.y) no nos daningtin derecho
adespredar las elongadones térmicas ;= aAT.
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compatibili dad es (tanto si se despreda la deformadén por axil como si no) vg= Ug.tg. Para cumplirla, V; debe
elevar B' la cantidad de —v®9+u,®%tg¢. Para dlo debe valer:

V,L>
3EI

Esta V, debe provenir de una reacéon inclinada de valor R;= V2, que producira (a la vez que la componente
verticd V) una componente horizontal Hy= -Vg.tg¢ .* Las leyes de esfuerzos axil es, cortantes y fledores son las
producidas por estas reactones hiperestéticas, las de las figuras 6.8c-e.

=5x102m = V,= 0,875¢

Si sededdieraincluir lainfluencia del esfuerzo axil, la ewadon hiperestéticageneral es:

@), VyL? | gl Vated L
EI

Vg B A ) tgd

en donde ya se ha hecho uso de Hy= -V;.tg@. Esta eauaddn da por resultado V= 0,873t. por lo que e error
cometido al despredar el esfuerzo axil esdel 0,25%.

b) Los movimientosfinales de B son u,= vg= 2,5 mm El giro final en B proviene (i) delacurvaturapor temperatura
y (i) delaflexion de lareacdon Vg:

VL
0,= gL+ E L=-1x10"+1,5%107= 0,5x10°* rad
2 EI

Solucién 2
a) Tomaremos como hiperestéticael momento en el empaotramiento A. Por efeco del alargamiento térmico setienen
los movimientos u,= V= 2,5x10°* m sobre |a estructura isostética asociada (figura 6.8f), ademas de la curvatura
térmicade -0,2x 1073 rad/m. Estos efedos produciran gros:

(i) por elevaddn del apoyo B: 8,= G,= vi/L= 0,5x10%rad, y

(i) porcurvaturatérmica 6,= - G,= y;.L/2= 0,5x1073 rad.

Para andar € giro en A necesitamos un momento exterior en ese punto (figura 6.8f) de valor
M,= -3El.8,/L=-4,375mxt (el signo - por su sentido horario).

b) Los movimientos finales de B sonlos U, Y v, del caso térmico, mas el giro &, causado por: (i) el movimiento
de apoyo v, , (i) la curvatura térmica y (iii) e momento hiperestédtico M, , que totdizan:
0,5x107% -0,5x10* -M, L/6EI= 0,5x103 rad.

Ensefianzas:
— Hemos resuelto un problema de hiperestatica @n apoyo oHicuo de dos maneras:

e Enlaprimera, lareacedn hiperestética eala propia de apoyo oHicuo; por ello
» losmovimientos de la estructura isostética aociada ea muy fadles de cdcular, pero
» la ewaddn de compatibilidad era mas compleja que la de goyo fijo, porque una

componente de lareac¢on inducia otra.

e Enel segundo procedimiento laincégnita hiperestética eade goyo fijo, por lo que
» la ewadon hiperestatica @a muy sencill a de escribir, pero
» enla estructuraisostéticahabia unos movimientos inducidos por otros.

— Eneste problema pudimos despredar ladeformaaon por esfuerzo axil porque teniamos deformad én por
flexion, més importante.

— Resolvimosél problema(i) despredandoy (ii) considerando la deformaaén por axil, y comprobamos que,
efedivamente, suinfluencia eadespredable.

4Observa lavariadoninversa vy /ug =tgg= Hg/V;.
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Problema 6.3.3: Losarigida colgada g V7 R U
Unavigainfinitamenterigidade 100kN de peso esta suspendida
detresbarrasbiarticuladas(figura 6.9a). Lasbarr aslateralesson S Al
de aluminio (E= 0,7x10° MPa, = 27x10° °C*) de 2 cn? de Fe Al
secdon, y la interior, de aceo (E= 2,1x10° MPa,
o= 12x10° °C*) de 12 cn? de secdon. Se pide: A B C
a) Determinar los esfuerzos de cadabarra cuandosdlo acttia el l PRI I
peso propio. \l, 100 kN

a
b) Calcular las esfuerzos totales de ada bara cuandg ademas ) Im 2m
del pesopropio, actiialasiguientecargatérmica: unenfriamiento g A A

de 20°C en la barra de acero y un calentamiento de 15°C en las
barras de aluminio. (Examen febrero 94)

Si la estructura colgara de dos barras, seria estable para cargas
verticdes’; la tercera barra, redundante, la nvierte e
hiperestéticade primer grado. Como las Ginicas deformadones son
las de esfuerzo axil, esindispensable mnsiderarlas.

Tomaremos como incognita hiperestéticael esfuerzo axil N,enla
barraintermedia. La estructuraisostéticaasociada es, pues, lade N

lafigura6.9b, enlaquelacargaN, eslanecesaria paraconseguir
VB(viga): VB(barra)

a) Debido a peso propio, N;= N,= 50t:
50x1

v,= vC=——=—3,571><10'3 m
0,7x108x2x1074 Figura6.9
Estructura hiperestética eisostética
Vp= -3,571x1073 m asociada del problema 6.3.3
Debidoala cagaN,, N;= —-N,/3, N,= —2N,/3:
N,
—=x1
Ve — 3 - 0,0238Nx107° m

0,7x108x2x10~*
ve= 2v,= 0,0476 N,x107 m

vB=vA+%(vC—vA)= 0,0397N,x10°% m

La ewiaddn de compatibili dad resulta:

Nx1
2,1x108x12x10™4

Observa que los coeficientes de N, se suman en la eauaddn hiperestética Los valores finaes son: N;= 5-N,/3=
22,74 kN, N,= 81,78 kN, N,= 5-2xT,/3=-4,52 kN.

-3,571+0,0397N,=- x10° = N,= 81,78 kN

b) Consideraremosla cagatérmicaaislada Sueauadndecompatibili dad variardsolo enel términoindependiente:
V= Ve=- 15x27x107x1=-0,405%x1073 m
v%D=-0,405%1073 m
vI = 20x12x1075x1= 0,240x1073 m

® Para cargas horizontales no es estable ni siquiera wlgando de tres barras. Para resolver este problema on el computador seria necesario
provee un apoyo horizontal; de lo contrario su matriz de rigidez & sngular.
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Lanueva exiad6n de compatibili dad es:
-0,405+0,0397N,=-0,00397N,+0,240 = N,= 14,77 kN

La caga de temperatura aislada da: T,=-4,92 kN, N,= 14,77 kN, T,=-9,85 kN. Equilibran una carga nula.
Superpuesta @n lade peso propio resulta: N,= 17,80 kN, N,= 96,55 kN, N,=-14,36 kN, que equili bran ura caga
exterior de 100kN.

Ensefianzas:
— Hemos resuelto un problema hiperestético con dos hipétesis de caga heterogéneas:
e cagamecaica y
e cagatérmica

— Laseauadones de compatibili dad resultaron:
e Igualesen € coeficiente de laincognita hiperestética
» (ue espositivo (al tomar fuerza hiperestaticay su movimiento con €l mismo convenio
de signos),
» suma de términos positivos: los movimientos por lafuerzahiperestéatica en las dos
subestructuras (vigay cable).
» Diferentes en el término independiente:
» queincorporalos movimientos debidosala caga exterior.

— Comprobamos que la cagatérmica
* no produjo tensiones en la estructuraisostética aociada, pero
e si produjo tensiones en la estructura hiperestética

— Para cdcular el efedo conjunto de anbas hipdtesis preferimos:
e cdcular suefedo aisado, y
e aplica €l principio de superpasicion.

Problema 6.3.4: Barr ade secaén variable

Laestructuradelafigura 6.10aesta formadapor dosvigasdel mismo material (E= 2x10° MPa, a=107°°C ) yde
la misma longtud pero de distinta secddn, como se muestra en dicha figura. La sustentacion impide los
desplazamientos de los extremos A y B pero no impide sus giros. Se pide: (i) dibujar las leyes de esfuerzos,
(i) calcular laténsién pésima, y (iii ) determinar el desplazamiento horizontal del purto medio M para cadauna
delas dos hipétesis de @rga siguientes:

a) Calentamiento de la mitad MB dela estructura condistribuciénlineal detemperaturasalo alto del canto entre
AT =10CC enlacara superior de MB y AT,= 0°C en la cara inferior.

b) Actuacibndeunacargaexerior axil aplicadaseginladiredrizconladistribuciéntrianguar delafigura6.10b.
(Examen junio 92)

Laviga es hiperestatica de grado 1 mra cagas o deformadones axiles, e isostética para cagas de flexién. Por
consiguiente, lacurvaturaque adquiriralavigapor el gradiente transversal de temperatura se produciralibremente
y no inducird esfuerzos. Tomamos como incdgnita hiperestatica la reacéon Hg , postiva hada la derecha
(consistente con el movimiento) aunasabiendas de que en ambashipdtesisde cargaresultaranegativa. Laestructura
isostética aociada es, pues, ladelafigura6.10c.

a) En la estructuraisostética aociada se tiene:
u= 5004= 2x107% m

(Hp) Hpx4 Hpx4
ug o= +
2x108x25x107* 2x108x50%x107*

= 0,012H,x103 m

2+0,012H,= 0
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Figura6.10
Estructuray diagramas del problema 6.3.4

(i) Parainmovili zar €l apoyo B se predsa, pues, Hy= ~166,67 kN. El Gnico esfuerzo para esta primera hipétesis de
caga esN=-16667 kN en todalaviga.

(i) Latension pésima es 0= -166,67x1073/25x 10 *= -66,67 MPa en el tramo MB.

(i) El punto M no se mueve por cdentamiento de MB (en laestructuraisostaticade lafigura6.10c). S6lo se mueve
por la actdn de la hiperestatica
H x4
=— B - 0,667%102 m
2x107x50x10™*

b) Parala segunda hipétesis $lo necesitamos cdcular el término independiente de la ewiadon ug= 0, esto es, €l
debidoalacargaexterior delafigura6.10b espredso cdcular anteslaley de esfuerzos axil escorrespondiente. Esta
ley es:
_ [ _ (850_, 50 2
N(x) fxp(z)dz fx 2 zdz 16(64 x )
que wincide mn €l area del trapedo de cagaentre xy B. Su representadon gréficase daen lafigura6.10d. Los
movimientos u,, Y Ug que caisa estaley son:

3
2(64x4_4_)
uM=f“N(x)d"= 16 3) - 0.733x107 m

o EA  2x10%x50x10~*
3|8
06ax-X"
16 3

4 -3
U= T 1 400%107% m
BM ok 108x25x107

Lanueva ewiadon hiperestética es:
1,4+0,012H,= 0 = Hp=-116,67 kN

() Laley de esfuerzos axil es resultante de sumar este esfuerzo de compresion alaley delafigura6.10d, por lo que
resulta esta mismatrasladada hada @ajo (figura 6.10e).

(i) Latension maxima se produce e lasecdén By vale o= -116,67x10°3/25x10*=-46,7 MPa.

(iii ) El movimiento del punto M sera:

u,= 0,733x1073- 116,67x4

_ 00 266x1073 m
2x108x50x107*



§6.3 Problemas de estructuras hiperestaticas encill as 6.17

Ensefianzas:
— Hemos resuelto un problema hiperestético de grado 1con uraviga de secaon constante por tramos.

— Hemos considerado dcs hipétesis de caga heterogéneds:
e cagatérmica y
e cagamecdaica

— Para cagas que produzcan curvaturas, laviga se cmmporta mmo isostéticay no sufre esfuerzos
— El aspedo dela ewaddn hiperestatica @a, no olstante, el mismo paralas dos hipétesis de caga.

— Hemos mantenido el mismo criterio de signos para la fuerza hiperestaticaque para su movimiento aina
sabiendas de que iba aresultar de sentido contrario. Ello nos ha permitido:
e comprobar nuestraintuicion fisica y
» asegurarnos de que d coeficiente de laincognita hiperestética sale positivo.

— Hemos obtenido los esfuerzos de la caga mecanicaintegrando la caga repartida.
— Hemos obtenido los movimientos integrando |os esfuerzos encontrados.

— Conviene darse cuenta de que para pasar de cargas a movimientos hay que integrar dos veces (de dgura
manera).

Problema 6.3.5: Losa flexible mlgada

LavigaAB delafigura 6.11aesde rigidez constante (El= 2x10° txm?). Cuelga detresbarrasdeigud longtudy
de secdon constante (EA= 10.000t) articuladas en sus exremos. Para la carga P= 20t que actlaen € lugar
indicadoen lafigura, se pide:

a) Dibujar la leyde momentos fledores en la viga.
b) Determinar el movimiento vertical del purto de aplicacién cela carga. (Examenjunio 91)

a) A lavigale sobraunapoyo, que la hacehiperestéticade grado 1 para cargas verticaes.® (El que los apoyos sean
flexibles no afeda a su estaticidad.) La estructura es semejante a la del problema 6.3.3 pero con una diferencia
importante: la viga suspendida no es infinitamente rigida sino que tendra deformad ones —y movimientos—por
flexion. Tomando, como entonces, por estructuraisostaticaasociadaladelafigura6.11b, laeauaddn hiperestatica
serd, igual que e aquel caso, V9= v .*¥"3; sin embargo, en el primer término habra que incluir la flecha por
flexion de laviga (ademas de ladebida d alargamiento de las barras)

La carga exterior produce la ley de momentos fledores y las reacéones de la figura 6.11c. Midiendo los
movimientos verticdes positivos hada ariba (como la caga hiperestaticade laviga) setiene:

vA:—li;;O:—lS mm ; Vvg=-5 mm,
ydeo=  206515%25 14, 15010 116- 1 146 mm
6x20EI 2EI 3

vEP=-11,146 mm

VA+VB_

vI®= =-10 mm

en donde v.""? eslacomponente de laflecha por movimientos de sélidorigido de laviga (tanto de trasladén como
de giro de arastre) causados por el alargamiento de las cables sustentantes en Ay B; v."® esla componente de
flexion (se ha cdculado desde el extremo B). La suma de anbos términos es la flecha total causada por la caga
exterior.

¢ Para cagas horizontales es un mecanismo.
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Estructuray diagramas del problema 6.3.5

LafuerzahiperestéticaT, producelaley de momentos fledores de lafigura 6.11d. El movimiento verticd en Ces:

@ (0,5x10 203
Ve = | 22— ——

T,= 0,583T, mm
EA  48EI

El segurdo sumando es laflecha en el centro producida por una caga en el centro.

El movimiento v.**"® bajo T, resulta -T,x10% m. La ewadon de compatibili dad es:
~11,146+0,583T,=-T,

gue aroja d resultado T,= 7,041t. Laley de momentos fledores final resulta de sumar las de lasfiguras 6.11cy
d usando este meficiente. El resultado se muestra en lafigura6.11e.

b) La caga exterior producelasiguiente flecha en D (cdculada mmo antes en C):

3y, +v
vie- #=—12,5 mm

yien 20651525 15, 175 15 1150938 mum
6x20El 2E 3

v¥P=-13,438 mm

y la hiperestética(cdculada desde A):

T,x10x10x30 _ 1 2,5T T,
yoo b 5- 12202515 11458-2= 0,403 mm
6<20EI ~ 2 EI 3 £l

Por consiguiente, v,=-13,035mm
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Ensefianzas
— Se trata de una viga sobre tres apoyos verticdes; el que &tos san flexibles no cambiasu grado de

hiperestatismo.

6.19

Laestructura es semejante aladel problema 6.3y por €ello, eligiendo la misma incognita hiperestética, su
eaiadon de compatibili dad tiene d mismo aspedo.

El coeficiente de laincdgnita hiperestaticavolvié a ser la suma de dos términos positivos, uno pa cada
subestructura (vigay barra central) que ancurre en €l punto de separadén.

El término independiente volvid a ser el movimiento producido pa la caga exterior.

Al incluir la deformabili dad de la viga (que era despredable en el problema 6.3) sblo aumenta & nimero
de componentes de los movimientos que etran aformar parte de la eaiad6n de compatibili dad. Habia:
* movimiento de arastre, o de sdlidorigido, por los movimientos de los apoyos el asticos, mas
e movimiento relativo, € usual deflexién enlaviga.

Tabla6.1
Férmulas de giros en apoyos causados por cargas encill as, que debes recordar
M,L M,L ML ML
eA: B: - A: - eB:
3EI 6EI 6EI 3EI
MB
M4 = ._0/;__._h_n._~._._._.—A.,_.~_.,_._.=_05'—m
0 _ Pab(L+b) _ Pab(L+a) __gqL? _ qlL?
4 6LEI B 6LEI 4 24EI B 24FI

TR

| e g gy g g e ey g —
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6.4 Vigas continuas

Caso particular, frecuente

Lasvigas continuas ©n untipo ce estructura hiperestéticaparticular pero muy extendido. Por eso vamos aver un
procedimiento de cdculo, también particular para ell as, que gozade la gran ventaja de ser considerablemente més
sencill o de aplicar que el método general que estudiaremos en el apartado siguiente. Para aplicar con soltura d
método de viga continua tienes que memorizar las formulas de giro en los apoyos de latabla6.1 (copiadela4.2).

Hiperestéaticas de flexion y de axil

Las cargas de flexion adivan ciertas coacaones hiperestétices y las de ail, otras. El nimero total es el que se
obtiene mediante e rewento del apartado 6.1, pero el que interesa es normamente menor. El grado ce
hiperestatismo en flexion de una viga continua es en genera N, -1, siendo N, €l nimero de vanos. Si hubiera N,
rétulas intermedias el grado de hiperestatismo seriaentonces N, -N, - 1.7 Aqui estudiaremos sblo el hiperestatismo
de flexién. El hiperestatismo axil seresuelve garte cmo en el gemplo 6.2.1y en el problema6.3.1.

Hiperestatismo solidario

Laventgjade lasvigas continuas reside en que lacarga - _ ,P M
no laresiste el vano que laredbe de maneraindividual JAY N =\
sino que &ste es ayudado solidariamente por los vanos )

adyacentes. De esta forma todos los vanos fledan y

TS : P
producen entre todcs la energia désticanecesaria para M

sopartar las cargas. Asi, en la figura 6.12a se ve €

b) == >
trabgjo individual de dos vigas no unidas; en la P

figura 6.12b se ve € trabgjo solidario de una viga M)A@M
continuade dosvanos, y enlafigura6.12c seinterpreta ’ 0 ’ >
como se materiadliza esta ayuda: mediante pares de

momentos exteriores (el momento flector que aparece g Figura .12 o
sobre d apoyo) Comparadén entre d trabgjo individual y €l solidario.

Interpretadon ce é&te.

M étodo: incégnitasy eauaciones

El momento hiperestatico M que se prestan mutuamente los vanos de la figura 6.12c se determina con la condicion
de qued giro sobre el apoyo intermedio seael mismo por laizquierda que por laderecha. El métodode cdculo de
vigas continuas consiste, pues, en:

— cortar y separar en vanos isostaticos
» (losvanos con rétulas deberan seguir unidos auno sin ell as para asegurar el equili brio estético),

— introducir pares de momentos igualesy opuestos a anbos lados de los cortes, y
— determinar las magnitudes de cala par imponiendo la mntinuidad en el giro sobre cala goyo cortado.

Las incoégnitas hiperestéticas son, pues, |os momentos fledores bre los apoyos intermedios, y las eauadones
hiperestéticas, las de mntinuidad en gros en dichos apoyos.

7 Las rétulas deberan estar bien colocadas para no convertir en mecanismo alglin vano.



86.4 Vigascontinuas

Ejemplo 6.4.1: Cargas mecanicas

Determinar el reparto de momentos fledores en la
viga continuade la figura 6.13a. Los vanacs son de
igud longtud, L; el izquierdo soparta una carga
purtual P en su centro y d derecho, una carga
repartidag= P/L.

Separamos en dos vanos cortando por e apoyo
intermedio e introducimos la pargja de momentos
exteriores +M en los extremos (figura 6.13b), que
simulan el momento fledor que se prestan losvanos.
(Sabemos que éste sera de signo contrario; no
obstante, suponemos que los M's provienen de un
momento fledor pasitivo y €l cdculo nos dara su
signo debido.) Escribimos la expresion de los giros

6.21

P q=P/L
A BYVYVVVYVVV VY-

a) fre cavscRaver]
= L w =

" | L
P q
AT ;f{;;v YVYVVVVYVYC
AN 5 ! N\ VA

-0,156 PL
A (=N C
S B e
T 172 L 0,656L 'T\
0,34P ¢ 131P 0,34P
Figura6.13

a cada lado del apoyo B; cada una constara del

- o - : Estructuray diagramas del gjemplo 6.4.1
término debido ala carga exterior y del debidoala

hiperestéticaM:
pLL3L
. 3
o0 222 JML__P L ML g0 _ »p_3p;
6LEI 3EI L24El 3EI 32

La continuidad reduce el momento fledor maximo en el vano AB de 0,250PL a 0,172PL. El momento maximo
positivo en el vano BC ocurre dli donde d cortante es nulo:

00y--LePrM_ . [1) _1M_ 21
2 L L L), 2 PL 3
+ PL|x ( x)? x 121
= X X -2 = —=PL mxt
fma L (LJ M( L] (_)g 2048
32

L

y sereduceal 47,27% de su valor original. El momento fledor maximo en este vano pasa aser € negativo sobre
el apoyo, que & un 25% superior a positivo ariginal. El momento fledor maximo en la estructura se reduce en
un31%. Lareacton central seincrementa en un31% y las laterales s reducen en esa misma proparcion.

El efedo delacontinuidad de "empujar hadaarriba" lasleyes de momentosfledores se observaenlafigura6.13c,
en la que se muestran las leyes de momentos flecores de las vigas sn continuidad y de laviga wntinua.

Ensefianzas:
— Hemosresuelto el primer problema por € método de viga montinua:
e descomponiendo en vanos,
e introduciendo momentos de continuidad sobre los apoyos,
» imponiendo que con estos momentos (y la carga exterior del vano) los giros a anbos lados del
apoyo comun resulten iguales.

— Se observa que d momento hiperestéatico aparece ©n signos contrarios alos lados de la ewadén
hiperestética Asi su efedo se sumard, nurncadesapareceade la ewaaon.

—  Hemoscomprobadoqued hiperestatismo reduceel momento maximo que debe resistir laviga"empujando
hacia arriba" laley de momentos flecores de la viga isostatica;
» hemos hallado la nueva posicion y el valor maximo del momento pasitivo en uraley "movida
hada ariba";
» estolo hicimos encontrando el punto de esfuerzo cortante nulo;
o el maximo se desplazd ligeramente hada el lado en que la aurva subié menos.

— Lareacdon central se incrementd sensiblemente respedo de la que hubieran dado las vigas sparadas;
e lasreaccones laterales $ redujeron proparcional mente.
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Asientos de apoyo

La desventaja del hiperestatismo estd en que produce esfuerzos por movimientos impuestos. El movimiento
impuesto mas comin en uraviga ontinua & el asiento de un apoyo. Hay que recordar que, aunque pintemos los
apoyos debgjo delaviga, éstos coacdonan € movimiento vertica en ambos sentidos; por eso, unasiento de apoyo
fuerza alaviga amoverse con é tal como lo haria unafuerzaverticad desconocida que aduase en vezdel apoyo.

Ejemplo 6.4.2: Asiento de apoyo

Determinar losesfuerzosy lasreacdonesque a) Estructura que sufre asiento de apoyo
produceen lavigacontinua de dosvanaos de 5
igud luz L un descenso 0 de su apoyo B W
(figura 6.14a). %P s D %P
La descompasicién en vigas simples se hace M M
enlafigura6.14b. Losgirosenel apoyoBse & w W
deben ahora d descenso de este goyo y a '1‘M/L o/L Y ; oL pyr A
momento hiperestdtico M. La ewadoén M/L \WM/L
hiperestética es: i . i
b) Descomposicion en vanos isostaticos
8O- _ 8 ML_38 ML e
B~ L 3El L 3ET ° 5/
i
3EIS ¢) Ley flectores
M= M
L2

VA ML
Observaque lareacedn quetiradel apoyo B
hada abajo es la caga P desconocida que W@ d) Ley cortantes
necesitabamos para producir la flecha _
0= P(2L)%48El en el centro del vano AC de Figura6.14

luz 2L. Sin embargo, este procedimiento de Efedo de un descenso de goyo en uraviga mntinua

cdculo no resultard siempre tan sencill o.

Laley de momentos flectores £ muestra en lafigura 6.14c. Se observa que, a revés que las cargas exteriores, €l
asiento de unapoyo produceunmomento paositi vo sobre éste, que se sumaraalosdelascargas exteriores"bagjando”
laley. Los esfuerzos cortantes (figura 6.14d) se obtienen bien derivando laley de momentos o hien a partir de las
reaccones de los apoyos que resultan de lafigura 6.14b.

Ensefianzas:
— Hemos resuelto una viga mntinua sometida aun descenso de goyo por €l mismo procedimiento del
ejemplo anterior.

— Encontramos que los asientos de goyo se tratan como una caga exterior més, que produce su gro de
apoyo en la viga descompuesta.

— Al igual que e momento de continuidad, €l giro producido pa unasiento de gpoyo aparece ©n signos
contrarios alos lados de la ewiadon hiperestética Asi se sumaran sus efedos, nurcase audlaran.

— Comprobamos que los asientos de gpoyo agravan los esfuerzos en uraviga continua porque tienden a
"bajar" laley de momentos fledores.

— Laley de esfuerzos cortantes % puede determinar de dos maneras:
e derivandolaley de momentos fledores, o
» considerando las cargas exteriores, incluidas las reacdéones de goyo del vano (parcial) en
cuestion

— Lareacddn en un apoyo intermedio resulta ser la suma dgebraicade las reacéones procedentes de los
vanos que en él concurren.
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Figura6.15
Estructuray diagramas del jemplo 6.4.3

Curvaturatérmica
Laelongadon térmicaafeda d hiperestatismo axil y se trata por separado. La curvatura térmicaproducegiros en
los apoyos de las vigas sparadas, que se tratan como los de otra caga exterior cualquiera.

Hay que dedr con mucho énfasis que asando se tienen curvaturas térmicas, M= EI(y- 15):
— los momentos fledores resultan sdlo del cdculo de mntinuidad en gros, mientras que

— lascurvaturas ®réan la sumade las procedentes de:
» delos momentos fledores anteriores, y
* la arvaturatérmica

Extension a poérticosintraslacionales
El método de viga continua se puede extender con fadli dad alos porticos intrasladonales (aguéll os cuyos nudos
no se mueven, 0 se mueven ura caitidad conocida).

Ejemplo 6.4.3: Pértico intradacional
Determinar lasleyesde esfuerzosen el portico delafigura 6.15a.

Este portico es intradadona siempre y cuando se desprede la elongadédn por esfuerzo axil, por las razones
siguientes: (i) ug debe ser nulo porque ladistanciaBC no varia, y (i) vy debe ser también nulo porque AB no varia
Podemos por ell o colocar artificialmente un apoyo en B y descomponer en vigas smples (figura 6.15b) igua que
hicimos en e gemplo 6.4.1. La ley de momentos fledores (figura 6.15c) resultard ser semejante a la de la
figura 6.13c. Laley de cortantes (figura 6.15d) también es semejante y se puede obtener (i) derivando la anterior
o (ii) teniendo en cuenta que las reacdéones del apoyo ficticio B deben ser fuerzas internas: la reacédn horizontal
en €l apoyo ficticio B sera el cortante en AB, laverticd, € cortante en BC. Hasta aqui como en laviga continua de
lafigura6.13a. Lanovedad surge porqueen el portico aparecen esfuerzos axil es. Estos se determinan por equili brio
en losnudos (figura6.15€e). En €l nudo ortogonal es evidente que €l cortante en unaviga se convierte en €l axil de
laotra; en nudos no ortogonales es predso proyedar 1os esfuerzos cortantes sobre los gjes de las barras y resolver
el sistema. Laley de ail es de nuestro gjemplo se da en lafigura 6.15f.
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Ensefianzas:
— En particos hiperestéticos intraslacional es también se puede glicar el método k& cdculo delasvigas
continuas, afiadiendo apoyos ficticios.

— Cuando los nudos sufren movimientos conocidos, también es ventajoso el método de viga mntinua,
introduciendo |os movimientos como asientos de goyo.

— Lasleyesde rtantes resultan como en vigas continuas:
e derivando laley de momentos fledtores,
* oapartir delas cargas exteriores y las reaccones:
» delosapoyosredes
» ydelosapoyosficticios.

— Enlos porticos aparecen esfuerzos axil es. Estos se determinan a partir de los cortantes en los nudos, por
equili brio.

Ecuacion delostres momentos
Veamos cudl es el aspedo genera de las eauadones que nos aparecen a formular una viga continua. Escogemos
€l nudo B de la viga continua (ya desmembrada) de la figura 6.16a porque tiene «compafieros hiperestaticos» a

ambos lados:
i L L ext) L L ext
09=-Mm) | -M| | +0%2= M| —| +Mm] | +0&)= 09
B A[ 6EI) o B( 3EIJ o O A 3E), 3EI), @ °F

endonde el subindice(i) indicaque son valoresdel vano delaizquierda, y € (d), deladerecha. Losgiros 8, son
losproducidosaizquierday derechapor las cargas exteriores en susvanos correspondientes, incluyendo en general,
cargas mecanicas, curvaturas térmicas y asientos de gpoyo como en los g emplos 6.4.1-3 precalentes.

Cuando en laeauad6n tipicaanterior reunimos en un mismo miembro los términos con incognitasy en el otro, los
términos con datos, nos queda de la siguiente manera:

[L) (L) [L] [L) Myl |
(6.4-1) 6El) ¢, \ 3EI) \ 3EI) g \ 6EI) M, [=-| 652,
! ! 1 !
~C10) St Cr1w) ~Ciaa) M.
X
vvgvvvlg/_[A
e
iy D65 7y
c
€1 | Ci2 ! 12
¢, Ve 21 | C22
—
L= |
<=
: % eA,rel (ext
[
k}\ PN = _eB,rel(EXt)
c 7( %EK
) }/l‘ eC,rcl (et

Figura6.16
Ensamblado de matrices de flexibili dad de miembros individuales para formar la matriz de flexibili dad del conjunto
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siendo 6,4 el giro relativo en B debido alas cargas exteriores (mecénicas, térmicas 0 asientos de apoyo), el de
laderechamenos el de laizquierda.

Definidala matriz de flexibili dad en gros de una viga biapoyada como:

o 2 2

(6.4-2) =

0, e Cn) (M,

con c,,= ¢,,= L/3El, y c,,= ¢,,= ~L/6El dados en latabla 6.1 paravigas de secdon constante (otros valores para
inercia variable, como veremos en los problemas 6.5.3 y 6.5.5), cada viga tendré la suya, como se muestra en la
figura6.16b. Al escribir todaslaseaiadones(6.4-1) deigualdad degirospor laizquierday por laderechaseobtiene
unsistemacomo el delafigura6.16¢c. En é se observa como lamatriz de flexibili dad de cadaviga (o una parte de
ellaen las vigas extremas) se ensambla con las de las otras vigas hasta componer la matriz de flexibili dad de la

estructura. Hay que observar, no obstante, que los términos de fuera de la diagonal cambian su signo en €
ensamblgje.

Resumen:
— Lasvigascontinuasy los porticos hiperestéticos intrasladonales o de trasladonalidad conocida se pueden
resolver:
» separando en vanos estables bre los apoyosredes o ficticios,
» s un vano contiene rétula, habrd que cmnsiderarlo unido a otro sin ella para que sea
estable:
e introduciendo momentos de continuidad igualesy opuestos en |os vanos a anbaos lados del corte
de separadon;
» yescribiendo las easadones hiperestéticas que expresan laigualdad de giros a anbos lados.

— El sistema de las eauadones hiperestaticas que resultan al igualar los giros £ mmpone de;
» Lamatriz del sistema: formada por lasfilas de las matrices de flexibili dad de los miembros que
concurren en cada nudo (con momento hiperestatico),
» sumandose en ladiagonal principal,
» con signo menos fuera de ladiagonal.
» El vedor de datos: formado pa los giros relativos producidos por |as cargas exteriores:
» cagasgravitatorias,
» asientosde gpoyo o movimientos conocidos,
» curvaturapor cdentamiento no homogéneo,
y que grarecen con signo contrario en cada vano para dar giro relativo.

— Este métodoresuelve @ hiperestatismo de flexion, cuyo grado es:
e nUmero de vanos
e menos nimero de rétulas
e menosl.

— El hiperestatismo axil seresuelve garte, con toda comodidad. Grado: nimero de goyos fijos menos 1.
— Lasleyes de momentos fledores s obtienen por tramos al considerar:
» lasisostéticas de las cargas gravitatorias (no térmicas) exteriores,
e movidashada ariba (o abgjo) por laley lined de los momentos hiperestéti cos encontrados;
» ylasreacdones que setienen en €l tramo pa ambas causas.
— Lascurvaturas ©n lasumade las de flexion, M/EI , y lastérmicas ¥, dadas por (3.6-1) o (3.6-8).
— Lasleyesde esfuerzos cortantes s pueden obtener de dos maneras:
e derivando las de momentos fledtores, o
e proyedando sobre lanormal las cargas exterioresy las reactones de calatramo aislado.

— Lasreacctones en unapoyo son la sumade las aportadas por |os vanos adyacentes.

—  Enlosporticosaparecen esfuerzos axil esdebidos alaflexion. Estos se determinan a partir de los esfuerzos
cortantes invocando el equili brio de los nudos.
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6.5 Problemasde vigas continuas—y asimilables—

Problema 6.5.1: Viga continua con temperatura y asiento de apoyo

Lavigacontinuadelafigura6.17aesta sustentadamedianteapoyosfijosen A, Cy D, y por apoyo deslizante en B.
La secddnesconstante de 1 mde canto por 50cmdeanchoy lascaracteristicasdel material son E= 30.000MPa,
a=107°°C . Lavigaestad sometidaa las siguientes licitaciones: (i) Un calentamiento en su cara superior que
varia linealmente de 10°C en A a 30°C en B; la cara inferior no modifi ca su temperatura, y en cadasecaoén la
temperatura varia linealmenteentrela carasuperior ylainferior. Y (ii), undescenso del apoyo C de 1 cm. Sepide:

a) Calcular las reacciones horizontalesy verticales de ada apgo.
b) Dibujar lasleyes de esfuerzos.
c) Dibujar la deformada aestima e indicar en éllala pasicion ce los purtos de inflexién. (Examen junio 93)

Hay un problema hiperestético de grado 1 en axilesy otro de grado 2en flexion. Al no haber ningura solicitadén
axil en CD, € cuarto grado ¢k hiperestatismo no se manifiesta.

a,) Resolveremos primero el problema axil. El centro de gravedad delasecd6n secdienta5°en Ay 15° en B: por
término medio, 1C°. El alargamiento de AB serd ¢ATL= 103 m. Ello moveria €l extremo A (si fuera libre) esta
misma cantidad (hadalaizquierda). Paraanular J,. aparecadn sendas reacdones horizontales H,= -H.= H que
produciran unesfuerzo axil de cmpresion —H en € tramo AC, que mntrarrestara dicho alargamiento:

Hx30

103- 222
3x107x0,5

=0 = H= 500 kN

b,) Con esto terminamos nuestro problema hiperestético en axil y dibujamos la ley de esfuerzos axiles en la
figura 6.17b.

a,) Parael problema de flexion cdculamos las curvaturas debidas alatemperatura: y,= -107, yg= -3x10* rad/m.
Las easadones de oontinuidad en &, y 6. de la estructura descompuesta en vanos (figura 6.17c) son
(El= 1.250000kNx ?):

g0=_107x10_3x107*x10 Mp<10 001 Mp20 M>20 .
B 6 3 3EI 20 3EI  6El B
g®_ 0,01 Mp20 M>x20 0,01 MX10_ @
€ 20 6EI 3EI 10  3EI ¢
10,20 20
3 3 6 Bl Jo,667| M= 23,5 kNxm
= x1073El] =
20 20, 10| pg| 1,500 M= 179,7 kNxm
6 3 3

b,) Con estos resultados dibujamos |a ley de momentos flectores de lafigura6.17d y la de cortantesenla 6.17e.
(Estos se pueden obtener derivando la ley de momentos fledores o considerando las reacéones que resultan de
aauerdo con lafigura6.17c.)

c) Para obtener laley de curvaturas debemos tener en cuenta que en el vano AB hay delasdos clases: deflexiony
de temperatura. El resultado se reaoge en la figura 6.17f. Por Gltimo, conociendo la ley de curvaturas se puede
dibujar la deformada a etima, invirtiendo la arvatura en €l punto de inflexién, situado alli donde la aurvatura es
nula (figura6.17g).
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Figura6.17
Estructuray diagramas del problema 6.5.1

Ensefianzas:

Hemos resuelto un problema de viga continua sin cargas gravitatorias. Las cargas eran de movimientos
impuestos:

e por efedo térmicoy
e por descenso de gpoyo

— Separamos €l problema en dos:

* uno con hiperestatismo axil solo, por alargamiento térmico €= AT, que nos dio:
» losesfuerzos axiles, y
» lasreacdones horizontales;
otro con hiperestatismo de flexion, que nos dio:
» laley de momentos flecores,
laley de esfuerzos cortantesy

las reacctones verticdes.

>
>
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— El problemade flexion lo resolvimos por e procedimiento particular de vigas continuas:
e separando en vanos,
» restableaendola @mntinuidad con momentos hiperestaticos en los apoyos, y
e escribiendo las eauadones hiperestaticas, que imponen igualdad de giros a calalado ce los
apoyos intermedios.

— El sstemade eaiadones hiperestéticas resulto:
* dematriz Simétrica,
» con coeficientes paositivos en ladiagona principal,
o gue asu vez @an sumade eficientes positivos;
« término independiente formado pa los movimientos (giros relativos) debidos alas cargas
exteriores.

— Paradibujar ladeformada tuvimos que obtener anteslaley de arvaturas porque habia de las dos clases:
» curvaturas deflexion, y= M(/El, y
e curvaturas de origen térmico, y.= -a(AT,-A4T,)/h

Problema 6.5.2: Vigacontinua con rétula y asiento de apoyo
Lavigacontinuadela figura 6.18aes de secddn constante (El= 2x10* MPa) conunarétulaenla secdonE. Para
la hipdtesis de arga que mnsiste en un descenso de 8 cmdel apoyo C, se pide:

a) Dibujar la leyes de momentos fledoresy esfuerzos cortantes en la viga.

b) Dibujar a estima de la deformadade la viga, conel calculo del giro en el apoyo A ydelaflechayel giroenla
rétula E.

a) Laestructuraesde grado de hiperestatismo 1: +2 por los dos apoyos que sobran, y - 1 por larétula. El tramo BC
aidlado seria un mecanismo que no se sostiene por si solo: hay que mantenerlo unido aotro tramo paraformar una
subestructura estable. Asi pues, la descomposicién en tramos isostaticos se puede hace como enlafigura6.18b 0
como en la6.17c. En ambos casos se pone de manisfiesto que basta una incognita hiperestaticapararestablece la
continuidad.

Tanto si separamos en C como si 1o hacemos en B apareceuna dificultad nueva: que no conocemos laférmula del
giro en € extremo de unaviga de dos vanos con unarétulaintermedia. Cortamos en C (figura 6.18b) y empezanos
cdculando e giro en C de la subestructura ABC (figura 6.18d) para un momento unidad M= 1. Lo hacenos
expresando que, moviéndonos desde C hada laizquierda, hemos de llegar aB y a A con flecha nula (resulta un
sistema de dos eauadones con dos incognitas porque deconocemos 6,):®

11 1 10,25, 1
vp=-0.x15+=—12| 15-212| +0,x3-=2223-3= 0 M,
B e 2 E ( 3 ) E” 2 E 3 0= 4,375_E}j

v,=-0x30+ L L1 30-L12| +0, x18- 10233 15, 13| 1025525 8,= 0
2 El 3 2 El 3°) 2E 3

El giro en larétulasale ceo pa casualidad. Ello se debe a que larétula estd situada en €l predso lugar en €l que
unavigacomo ladelafigura6.18d pero sinrétula (hiperestéticade grado 1) tendriasu punto de momento nulo (para
el mismo momento exterior). Yapodemos escribir laeauaddn hiperestética @rrespondiente ala descompasicion
delafigura6.18b:

g0 008 4 37Mc_ 008 McxT3

12 EI 15 3EI

Con este resultado se dibuja inmediatamente la ley de momentos fledtores de la figura 6.18e. La de cortantes
(figura 6.18f) se obtiene bien derivando la anterior o bien a partir de las reacgones que resultan en la
descomposicion de lafigura 6.18b.

=09 = M= 25.600 kNxm

8 Otro método (menos general) hubierasido el de igualar flechas en larétula por laizquierda (desde B) y por la derecha (desde C).
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9 25.600 kNxm
1.706,7
426,7 % .
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2.133.3kN

Figura6.18
Estructuray diagramas del problema 6.5.2
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b) No habiendo curvaturas térmicas, la deformada se dibuja a etima (figura 6.18g) considerando que laley de
curvaturas es afin ala de momentos flectores. Los movimientos pedidos slen como sigue:

Myx15 »
=== 0,800<107 rad

A

0,=-20,=-1,6x1073 rad

><3.3
V= 93X3+Q3EE] = -5,76x1073 m

El girorelativo enlarétulaE se cdculacon fadli dad recordando que e momento M. no producianingungiro: todo
él debe provenir del asiento de goyo (figura6.18b): G."%=-0,08/12rad.

Ensefianzas:
— Hemosresuelto un problema de viga continua por el método correspondiente. Las peauli aridades fueron:
e queunvano teniaunarotula, por lo cual, en ladescomposicion isostatica, hubo que mantenerlo
unido aotro vano para asegurar su estabili dad isostatica;
e guela ac@dn exterior era un movimiento impuesto.

— Lamayor dificultad fue lade cdcular €l giro en €l apoyo de unaviga de dos vanos con rétula en uno de
ellos. Calculamos €l giro par el método general:
e imponiendo que laflecha en los otros dos apoyos fueranula, y
» resolviendo el sistema de dos easadones con dos incognitas:
» ¢ giro (concentradoy absoluto) en el apoyo, y
» € giro (concentradoy relativo) en larétula

— Para cdcular los movimientos finales hubo que mnsiderar:
* losquese ven en laley final de momentos fledores,
e maslos de sdlido rigido, causados por 1os movimientos impuestos (que no se ven en laley de
momentos fledores).
Conviene, pues, superponer los movimientos de |os estados isostéticos.

—  Hemoscomprobadocémo enlarétulaseproduceungiro relativo concentrado (aunque no resultara asi para
una caga particular) igual aladiferenciade giros por laderechay por laizquierda.

— Hemosreordado que:
e los giros absolutos (positi vos):
» suben los puntos a su derechay
» bajanlos puntosasuizquierda
* mientras que los giros relativos (pasiti vos):
» suben los puntos a su derechay
» también suben los puntos a su izquierda.
» Losgiros de goyo extremo son concentrados y absolutos, mientras que
* losgirosen lasrétulas son concentradosy relativos.

— El movimiento del punto E lo cdculamos componiendo los movimientos:
e de arastre, de B,
» mése relativo (de ménsula), de E respedo de B.
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Figura6.19
Estructuray diagramas del problema 6.5.3

Problema 6.5.3: Vigacontinua infinita y con rigidezvariable
Lavigacontinuadelafigura6.19aesderigidezEl constantey lucesigudesL. Esta constituidapor unnimero muy
grance de vancs, todcs cargadas de la misma manera, con unacarga puriual P situadaa L/4 del apoyo a su
izquierda. Se pide:

a) Obtener las leyes de momentos fledoresy de esfuerzos cortantes en unvanointerior.

b) Con objeto de reducir los movimientos de la viga, se modifica su rigidez en lalongtud L/4 de cadavanoentre
€l apoyoy la carga purtual, pasandoa ser ésta kxEl (figura 6.19b). Determinar k para que d anguo de giro en
el apoyo sereduzca ala mitad. En estas condciones, obtener de nuewo lasleyes del apartadoanterior. (Examen
febrero 90)
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a) Se descompone en tramos isostéticos como se muestra en la figura 6.19c. La igualdad entre dos tramos muy

algjados de los extremos exige que sus momentos hiperestaticos M, y Mg sean iguales en los dos vanos:

M, ®= M, ™D M, = M, ™Y (figura 6.19c). Ademés, por equilibrio en el apoyo comin, Mg @= M, ™3, Por

consiguiente, todas los momentos hiperestaticos (de apoyo) soniguales (en valor absoluto) y |os designaremos por

M. Por continuidad los giros de gooyo serén iguales (en magnitud y signo); la eaiadon hiperestética es:
pL3L5L pL3LTL

w. ML ML 44 4 ML ML__44 4 _ oeey

@) o Ao ML, 44 2 ML ML 24 2 _ g
3EI 6EI 6LEI  3EI 6EI  6LEI

de donde resulta M= -3PL/32. Con este resultado se dibuja laley de momentosfledores delafigura6.19d y lade
cortantesdela6.18e. Casual mente (ami entender) el momento negativo resulta(en valor absoluto) igual al positivo.
iLaley de momentos fledores es 6ptimal

El giro en cada goyo resulta ser:
(b) 9"— _ PL?> PL? . 15PL>__ PL?
% 32EI 64EI 384EI  128EI

b) En esta segunda parte en que las vigas no son de rigidez onstante, cambian las formulas del giro en €l apoyo
utili zadas anteriormente. Deducimosacontinuadén lasférmulas para (¢) unmomento exterior ~-M,= Mg= M, y (d)
una cagaP enx= L/4 (figuras 6.19f y g):
_ 1 M L7L+M3L3L)=_ ML {1+9)
4 I\ kET4 8 EI4 8 32EN k
_ 1 MLL+M3L5L]= ML(1, s
B I\kEI48 EI 4 8) 32ENk
[1 3PL L10L 13PL 3LL)=_ PL* (15, )
4 I\ 216kET4 12 216EI 4 2] 1768EI\ k
_ 1[1 3PL LL 13PL 3LL)= PL? (3+27J

(©

1

(d)

B I\ 216kEI46 216EI 4 2) 768EIL k
La ewaddn hiperestéticase escribe igualando giros como antes en (a):
- 2 2
@) 05 ML 5o PLZf 3 07| o MLf T, | _PL" {15 59| 0,
32ENI\ k 768EI\ k 32EI\ k 7T68EI\ k
y de dlase obtiene:
18 154
m--FPL k __3PL
24 §+24 32
k
jel mismo resultado anterior! Lasleyes de esfuerzos sguen siendo las mismas. El giro en los apoyos sra ahora:
2 2 2
(b") en=—ii l+15 +L §+27 =—L 27—3
3232EI\ k 768EI\ k 3072EI k

Para que este giro resulte lamitad del anterior es predso que k= 0,2.

Ensefianzas:
— Hemosresuelto dificultades de dos tipos:
 tedrico, para deducir que:
» los momentos en los das extremos de cala vano tenian que ser iguales, y que
» losgiros en los extremos también tenian que ser iguales;
e pradico, paraobtener las formulas de |os giros con dos tramos de distintarrigidez

— Hemosllegado aresultados increibles:
e gueaunque modifiqguemoslasrigidecesde los tramos, |as leyes de esfuerzos no cambian (cuando
lo natural era que la zonamés rigida drajera hada si mayores esfuerzos), y
» quehadendomasflexiblesciertos tramos de viga (k< 1, quitando material resistente) se reducian
los giros en los apoyos.
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Estructuray diagramas del problema 6.5.4

Problema 6.5.4: Portico con traslacionalidad conocida

Laestructura porticadadelafigura 6.20aesta formadapor undintel AC desecadnredanguar de40cmdeancho
por 60 cmde canto y un pilar CD de 40 cm de ancho pa 30 cm de @anto. Sure los sguientes efectos térmicos:
(i) En €l dintel AClacara superior se calienta 40°C mientras que lainferior mantieneinvariable su temperatura.
(ii) En el pilar CD, la cara exerior se calienta 40°C en Cy 0°C en D, variandoli nealmente de un exremo al otro;
la cara interior mantiene invariable su temperatura. Las caracteristicas del material son E= 20.000 MPa,
o=10°°C . Sepide:

a) Dibujar y acotar lasleyes de esfuerzos.
b) Calcular el movimiento vertical del purto A.

a) La estructura es hiperestéticade grado 1 Como es intrasladonal®, podemos resolverla por el método de viga
continua. Debemoscdcular, sinembargo, losmovimientosdel punto C causadospor losincrementostérmicos, para
introducirlos como movimientos impuestos.

El desplazamiento horizontal de C viene determinado por €l alargamiento de ladiredriz de la parte BC del dintel:
u.= 2000x8= 1,6x1073 m
mientras que su desplazamiento verticd lo determinael alargamiento delafibrabaricéntricade CD, queal ser lined
se puede cdcular con su AT, medio:
ve= 100x6= 0,6x107 m

o Al despredar los alargamientos por esfuerzo axil. No despredaremas, en cambio, los alargamientos por dilatadontérmica Por éstos, mejor
que de estructuraintrasladonal, debemos hablar de estructura de trasladonalidad conocida a priori.
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Teniendo en cuenta estos movimientos hacemos la descomposicion en vigas simples de la figura 6.20b. En ella
introducimos el efedo térmico de flexion, que no hemos considerado alin. Este se concreta en una airvatura
constante en € dintel de valor y=-0,667x10° rad/m y una curvatura en el pilar que varia linedmente de
¥-=-1,333«<10%a y,= 0. La ewadén de compatibili dad en grosen C es:

0,6x107% -0,667x103x8  Mx8 __1,6x10°_-1,333x107x6__ Mx6

8 2 3x144x103 6 3 3x18x103

gue daM= 38,51 kNx m. Con este valor resultan las leyes de momentos, cortantesy axilesde las figuras 6.20c,d,e.

b) EI movimiento de A se cdculacomponiendoel dearrastrede B, - 0,x1, méasel relativo, como s setratase deuna
ménsula enpoatrada en B sometida ala airvaturatérmica

__| 0,6x107 0,667x103x8 _ Mx8

4 8 2 6x144x103

x1-0,667x1073x1x0,5=-2,718x1073 m

Ensefianzas:
— Lospdrticos de tradaciondidad conacida, como los intraslacionales, se resuelven de manera ventsjosa
por el método ck viga mntinua.

— Enpérticoslasleyes de esfuerzos resultan en € siguiente orden:
* losfledores, del cdculo:
» fledtoresdelas cargas exteriores,
o (lascurvaturasimpuestas noentran en las leyes de fledores, pero los fledores
si entran en las leyes de aurvaturas);
» méslosfledores de las hiperestéaticas ya cdculadas.
* loscortantes:
» delaspendientesdelaley anterior o
» delasreaccones en los apoyos de |as cargas exteriores y |as hiperestaticas;
» losaxiles, del equilibrio delos nudos, en los cuales aduan |os cortantes anteriores.

Problema 6.5.5: Pértico con tramos infinitamente rigidos

El pdrtico dela figura 6.21a es de secddn constante conrigidez El= 2.500txm?, a excgpcion de la zonaFG, cuya
rigidezse considerainfinita. Solre el pértico acttiala cargapurtual P=12t delafigura. Supomendoquelasvigas
soninelongables, se pide determinar las leyes de esfuerzosy las reacciones de la estructura. (Examen junio 90Q)

Laestructuraes hiperestéticade grado 2 (+2 por el apoyo C, +1 por lareacton horizontal en E, - 1 por larétulaen
B). Lainelongabili dad haceque el pdrtico seaintradadonal. Laarticuladn en B haceque en dicho apoyo no haya
momento; y tampoco habréa cortante en é porque d momento en A debe ser nulo: el sopate AB es unabiela que
solo absorbe esfuerzo axil (mientras no tenga cargas apli cadas diredamente) y solo impide el movimiento vertica
deB. Podemos hace ladescompasicién envigassimplesdelafigura6.21b. Lasincdgnitas hiperestéticas seran, asi,
los momentos fledoresen Cy D.

LaUnicadificultad que queda esla de obtener las formulas de los giros en los apoyos por |a existencia de tramos
rigidos. En éstos no se producira aurvatura (M/El= 0) por lo que debemos "descontar” su efedo "habitua". Dela
figura 6.21c, en la que designamos con R el extremo rigidoy con F el flexible (en lugar de Ay B), se obtiene:
giw_ 1/113M3,23 | ML

R I|l24Er4 34 64 EI
(a) ot 11Me L 1 MpLf, 21)| OML
L|2 ET '3 24EI4\ 34 64EI
™p_ 1 1MFL3L_1MFL2L _ 21ML
Foo I\ 2Er 37 24Er1434 64 ET
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Figura6.21
Estructuray diagramas del problema 6.5.5

En las formulas anteriores no hemos incluido e valor del giro &, que causa M. porque esigual, por redprocidad
(secddn 8.1), al de 6. producido a My,

Delafigura6.21d:
o 1[1PL L 1PLL(, 2L)| _19PL?
R L|24EI 2 28EI4\ 34 384 EI

(b)

p®=1

L

lPLLé_lPLLZL: 23PL
24EI 2 28EI434)| 384El

Con lasférmulas anteriores estamos en condi ciones de escribir las siguientes eauad ones hiperestaticas de los giros
en Cy D, respedivamente:

IM-x6  IM>6 19x12x62 9IM;x6

64 64 384 64
OM X6 23x12x67 21Mpx6 M, x6
+ + =-
64 384 64 3
54,54 4

64 64 64 Mc]
54 126 ,6(( M,
64 64 3

( —21,375) M_.=-10,526 mxtl

~25875) M= 4282 mxt

Con estos resultados & determinan las reacéones de goyo y se dibujan las leyes de momentos flectores
(figura 6.21€), de esfuerzos cortantes (figura 6.21f) y de ailes (figura 6.219)



6.36 Hiperestaticas

Ensefianzas:
— Hemos emplealo el método ck viga mntinua para € cdculo de un portico intrasladonal.

— Lacagaexterior eraconvencional: unacargapuntual gravitatoria. La dificultad surgié de que en lasvigas
habia tramos de rigidezinfinita por lo que tuvimos que obtener las férmulas apropiadas paralos giros en

los apoyos.

— El efedo de unarigidezinfinita en untramo deviga esel de"borrar” la arvatura de ese tramo ala hora
de cdcular movimientos.

— El sstemade eaiadones hiperestéticas resulto:
* Simétrico;
e dediagonal principal positiva:
» cada wmeficiente suma de términos positi vos;
e con untérmino independiente en €l que sdlo entraban los giros de la caga exterior.

— Larigidezinfinitano se deja notar en las leyes de esfuerzos.

Problema 6.5.6: Pértico tradacional peauliar
Determinar la leyde momentos fledores en €l pértico delafigura 6.22a.

Se trataindudablemente de un partico traslaciond paracuyo tipo no recomendamos, en general, €l procedimiento
devigacontinua. Sin embargo, en este caso podemos apli carle este métodoporque su trasladonali dad ug no influye
en la eauaddn de compatibili dad en giro en e nudo B que se tiene a descomponer en la forma indicada en la
figura 6.22b:

£><L3

_PXL2 MXL__ L _MxL_ g@
8EI EI 24E1 3EI %

69= M= 0,0625PL mxt

Laley de momentos fledores resultante se da en lafigura 6.22c.

Ensefianzas:
— Excepcionalmente hemos resuelto este partico tradadonal por € método de viga mntinua,
e debidoaque caualmente su trasladonalidad no influye en los giros que seigualan.

—  Denohaber observadoesta cauali dad, habriamos tomado como incégnita hiperestéticala reacédn verticd
en C,
e yutilizado el procedimiento general del apartado siguiente.

q=FP/L M M q=P/L 0,0625PL
N
a8
¥ 3 Yc B )(B gji
& 1T W
N ”
~ =
P P =)
# = > -
a) b) n/ )
N
N 2
A =
#* g 7777
Y L » o O47SPL
Figura6.22

Estructuray diagramas del problema 6.5.6



§6.6 Método eeneral de resolucion e hiperestaticas 6.37

6.6 Método general de resolucion de hiperestéaticas

Repaso
En el apartado 61 se describi6 e métodogeneral de cdculo de estructuras hiperestéticas:

— Sereducela estructura hiperestética aotra isostatica asociadade la siguiente manera:
» reamplazando las coacdones externas redundantes por sus reac@ones exteriores, desconocidas,
y
. reemplazando cada demento resistente wnsiderado redundante por 10s esfuerzos (desconocidas)
gue transmite.

— Seescribe (y resuelve) el sistemade eauadones hiperestéticas que expresan que bajo las cargas exteriores
(conocidas) y las hiperestéticas (desconocidas) se obtiene:
* movimientos nuos en las direcdones de las coacdones liberadas, y
* movimientos relativos nulos entre los extremos de |os elementos resistentes redundantesy la
estructura.

M étodo automatico
En este apartadonosfijaremosen el sistemade eauad ones que resultaen cadacaso paraextrag ensefianzas que nos
permitiran en lo sucesivo:

— Condtruir €l sistema de eauadones hiperestaticas de aualquier estructura de manera automética, casi a
ciegas.

— Reducir a minimo el c8culo de sus coeficientes tras observar:
* que el sistema es sempre simétrico: solo necesitamos determinar n+n(n+1)/2 coeficientes, en
lugar de n+n?;
e ques cambian las cargas exteriores sblo cambian los n coeficientes del término independiente;
e que los apoyos elasticos lo hacen sumar su coeficiente de flexibilidad 1/k en el lugar
correspondiente de la diagonal principal.

— Reducir laopartunidad de eguivocarnos a remnocer:
e quelos coeficientes de la diagonal principal han de ser positivos,
* 0 sumade términos pasiti vos, cuando més de una subestructura cmparte ese grado de libertad.

Hiperestatismo de apoyorigido

Seala estructura hiperestatica de grado 1 e la figura 6.23a. Si consideramos como incognita hiperestética la
reaceon horizontal H, la estructuraisostética asociada serala de lafigura 6.23b. Sobre ésta adtUian dos sistemas
de cagas bien distintos: (i) la carga exterior, conocida, y (ii) la hiperestatica Hg, desconocida. Por €llo
descomponemos nuestro caculo en la superposicion de dos: el de la estructura isostética aociada sometida ala
caga exterior (figura 6.23c) mas el de la misma estructura sometida Unicamente a la fuerza hiperestética
desconocida H; (figura6.23d). La ewiad6n hiperestética es:

H
ugm)+u; P_ 0

Todavia haremos un refinamiento adicional. Para no hace cdculos con una carga desconocida (cuyo coeficiente
arrastrariamos peli grosamente durante todoal cdculo), éste Ultimo estado (el delafigura6.23d) lo consideramos
como €l resultado de aplicar una carga hiperestatica unitaria Hg= 1 y multiplicar por un parametro Hg
desconocido todos susresultados: laincognita hiperestaticayano es unafuerzasino unsimple parametro. Queda
asi una descompasicion como ladelafigura6.23e. La ewiadon hiperestética e ahora:

(6.6-1) S+ Hoxu " V=

Todolo que tenemos que hace es, pues, cacular los movimientos ug causados por lacargaexterior y por lafuerza
He= 1.

Esfadl intuir que lareacédn Hy resultard con sentido opuesto a que se muestra en lafigura 6.23d. No obstante,
en este procedimiento matematico tomaremos siempre mmo pasiti vas las fuerzas con el mismo criterio que los
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Figura6.23
Descomposicion de una estructura hiperestética en estados i sostéticos

desplazamientosy quelos g es. Conseguiremosasi que el trabajo seaproducto de unafuerzapor su desplazamiento
novio, que los términos de la diagonal principal sean siempre positivos y que haya consistencia en €l cdculo.
Ademas, en estructuras mas complejas es dificil prededr el signo delas hiperestéticaspor lo queadoptar uncriterio
fijoy dejar a método paner el signo pareceuna opcion prudente.

Hiperestatismo multiple

Laeauadon (6.6-1) se generalizacon todafadli dad al caso de varias hiperestéticas. Consideremos la estructurade
lafigura 6.24a que es hiperestéticade grado 3. Tomando como incdgnitas hiperestaticaslasreacéonesH,, Vg y M¢
resultalaestructuraisostéticaasociadadelafigura6.24b; en ellalos movimientos u,, vz y 6 tendran que ser nulos.
Las cargas que los producen serén la exterior y las hiperestéticas desconocidas H,, Vg y M. Descomponiendo en
los cuatro estados de caga cmo se muestra en las figuras 6.24b-e, la primera ewiadon seré

Hy=1) 7p=1)

M1
(6.6-2) ujeXt)+HA><uA +VpXu, Memb_

+ M xu, 0

Parececomplicadaperonoloes. Todaslostérminossonlosu,'s(noviosdeH,, latitular delaeasaddn) producidos
por lasdistintascargas, laexterior y cadaunadelas hiperestéticas. Los movimientos de estas Ulti mas|os cd culamos
para caga unidad y multi plicamos s valor por lamagnitud desconocida que les corresponde.

Habra otras dos ecuadones que expresen que los otros movimientos totales son también nulos. Cuando reunimos
las tres eauadones en un sistema, que escribiremos de forma matricial para separar €l trigo de la paja—digo, los
coeficientes conocidos de las incognitas— queda de la forma:

Hy=1)  (Vp=1) (M1
1‘5 4= u; 3=1) uj c=1) HA u /gext)

Hp=1)  (Vp=1)  (Mc=1
(6.63) I R AR RS
e(grfl) eg/B:l) e(éufl) M. e(cext)

El sistemaanterior puede pareca mareante, barroco, pero no debe asustar méas que alos pusil animesrecdcitrantes:
esmuy faal dereoordar. Lafilaj contienelaeaiadén asociadaala hiperestaticandmero j, y todos sus coeficientes
son los movimientos novios de dicha F;: €l primero, debido ala primera fuerzahiperestéticaunitaria; el segurdo,
alasegurda, etc. Visto por columnas, la mlumnak contienelosn movimientosdebidosalaF,= 1. Lacolumnadel
término independiente contienelosmovimientos noviosdetodaslasfuerzashiperestéticasproducidaspor lascargas
exteriores, conocidas, con signo negativo.
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b) e

Figura6.24
Descomposicion de una estructura @n N, hiperestéticas en N+ 1 estados de caga isostéticos

Laférmula (6.6-3) nos dice que una vezdeddido cuales ran nuestras incognitas hiperestaticas de goyo rigido,
jel sistema de eauaciones hiperestaticas se puede escribir sin pregurtar siquiera qué aspedo tiene la estructura!

Unavezescrito el sistema de eauadones, habra que cdcular los términos (movimientos) que lo componen. Habra
gue empeza por obtener lasleyes de esfuerzos paralas siguientes hipétesis de carga: cadaunade las hiperestaticas
aduando solas con valor unidad (N,, leyes) mas la de las cargas exteriores. total N,;+1 leyes de esfuerzos. Y por
ultimo habréa que cdcular |os movimientos pedidos por laférmula (6.6-3), pero no todcs los que adli se ven porque
el teorema de laredprocidad (secdon 8.1) garantizala simetria de la matriz: serédn (N*+3xN)/2.

Hiperestatica de apoyo flexible (muell €)

La estructurade lafigura 6.25a es muy semejante alade lafigura 6.23a; la diferencia es que € apoyo horizontal
en B hapasadoderigidoaflexible. De aauerdo con ladescompasicién de lafigura 6.25b laeauadon hiperestética,
gue ateserala (6.6-1) se mnvierte en:

- H
(66'4) uBgext)_'_HBXuBfHB 1): _TB
€esto es:
(6.6-5) u ;HB=1)+%] Hy=-u l(iext)

La eauacion hiperestatica sdlo ha cambiado en que aparece €l término 1Yk sumado al desplazamiento
correspondente de la diagond principal. Nunca puede aparece restado. Es natural: en el punto B concurren dos
subestructuras, €l portico y el muelle, con los mismos derechos. Cada una hacela misma aportadon al sistema de
eauiadones: su coeficiente de flexibili dad. Estos s deben sumar porque tienen los mismos derechos y porque d
término resultante ha de ser siempre positivo. (Si fuera negativo se daria @ absurdo ce que d empujar a una
estructura en un cierto sentido, ésta se moviera en sentido opuesto.) Y si € coeficiente fuera nulo, e movimiento
seriainfinito.

Si en lugar de un muelle la coacdén deformable hubiera sido un cable (figura 6.25¢), la ecuaddn hiperestatica
resultariaigual ala(6.6-5) con laflexibili dad del cable 1/k= L/EA.

o) ' )

Figura6.25
Estructura hiperestéticade goyo flexible
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Estructuray diagramas del jemplo 6.6.1

Ejemplo 6.6.1: Hiperestatismos de muelleslongitudinal y rotativo

Lavigadelafigura 6.26aesde secddn constante de rigidez El= 50.000t/m?. Esta empotradaelasticamenteen A
(kg=10.000mxt/rad) y apoyadael asticamenteen C (k,= 100t/m). Paralascargasexterioresmostradasenlamisma
figura, se pide:

a) Dibujar y acotar lasleyes de esfuerzos flectoresy cortantes.
b) Calcular laflechaenCy d giroen A.

a) El que un apoyo sea eastico en vezderigido no cambia d grado ce hiperestatismo total de la estructura; solo
cambia el que enlaeaadon hiperestéticacorrespondiente se afiada su flexibili dad 1/k en €l término deladiagonal
principal. Quiere esto dedr que laestructurade lafigura 6.26a tiene el mismo grado de hiperestatismo queladela
figura 6.26b: N,= 2+1; 2 para cargas de flexidn, mas una que adivarian solo las cargas axil es. Parala estructura
de goyos rigidos la figura 6.26b en la cual toméramos como incognitas hiperestéticas M, y V., el sistema de
eaiadones Eria

e‘(j\’ffl) B;Vc=1) M, ef;xt)
VC

(My=1 V=1
v(A ) véc )

(exi)
c Ve

Para nuestra estructura de la gpoyos flexibles el sistema es:

o (4= 1) 1 (VC= 1)
) +— 0
4 ky [MA] 0

M,-1 V=1
vé” ) véc 1

VC v éext)

v

Hay que advertir, sin embargo, que para que esta eauad6n seavdlida hay que tomar la precaicién de aplicar la
totalidad de las cargas exeriores sobre la subestructura viga; cada muelle ha de sufrir solo la caga de su
hiperestética Los coeficientes del sistema se cdculan a partir de las leyes de esfuerzos de la figura 6.26d:
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00110 _ 4 0667x1073 rad
3E

0,x10=-1%,10--0,333x10"% m
6EI

M,-1
vé =D _

y delafigura6.26e:

_ M_x10
eg@ n__Mg : =-0,333x10"% rad

1x10°

e - 13,333x10°° m

Ve = 0x10+

Hemos obtenido un valor redundante, que nos srve de wmprobadén. Los movimientos debidos a las cargas
exteriores resultan, casualmente, de combinar con habli dadlos resultados anteriores:

0= 200x05™"-10x6<"= 16,667x07 rad
v = 200xv 4™~ 10xv 7<= ~200x10 m

El sistemade eaiadones hiperestéticas resulta:

0,0667+0,1 -0333 | M| (16,667 M,=-8529 mxt
0,333 13,333+10) | 7, ~200 Ve= 1353 ¢

Esto nos dice que del momento exterior de 200mxt, el muell erotativo selleva 85,29 mxt y laviga, 114,71 mxt; y
de la caga verticd, 7,353t son para d muelley 2,647t, paralaviga. Laley de momentos fledores resulta de
combinar las de las figuras 6.26e y 6.26f con estos coeficientes; el resultado se muestra en lafigura 6.26f. Laley
de oortantesresulta de derivar la anterior y se muestra en lafigura 6.26g.

b) Los movimientos pedidos € cdculan con mas fadli dad en el lado muell e:

-M
8,= —2= 8,5529x107 rad
ke

-V,
ve= —S= 73,5310 m
kV
Ensefianzas:
—  Hemosescrito demodoautomatico las eauadones hiperestéticas de una estructura con incognitas de apayo
flexible.

— Observamos, como siempre, que:
» los movimientos debidos a las cargas hiperestéticas unitarias entran a formar parte de la matriz
del sistema, mientras que
e los movimientos debidos alas cargas exteriores entran en € término independiente.

— El sistema de ewiadones:
* resultasimétrico;
e sudiagonal principal, positiva;
» ¢l efedo delos muelles respedo del apoyo rigido hasido el de sumar su flexibili dad al término
correspondiente de la diagonal principal.

— Para lograr este "automatismo" hemos tenido que glicar las cargas exteriores integramente sobre la
subestructura principal.
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Hiperestaticasinternas \1/ \1/
Las incognitas hiperestéticas

internas entran a formar parte de
sistemas de eauadones emejantes
al (6.6-2) conlatnicadiferenciade
gue los movimientos novios que

. . 0 S’
anuan son movimientos relativos. C S D N M
En efedo: sea € marco de la 4; = % N %
figura 6.27a. Es una estructura con g G "5 y 0 ;

tres grados de hiperestatismo, todos o
ellos internos, debido a que laviga

CD (que puede transmitir tres

esfuerzos) es un camino redundante

paralas cargas. El métodogeneral de cdculo consiste en cortar dichaviga por unasecaén intermedia S, lo cual da
lugar ados puntos separados, Sy S (figura6.27b) e introducir fuerzasigualesy contrarias N, Q, M en ell as. Estas
hiperestéticas se caculan hadendo que los movimientos u, v, Orelativosentrelosdos labios S y Sdel corte sean
nulos, igua que se hada en (6.6-2) con movimientos absol utos.

Figura6.27
Incognitas de hiperestatismo interno

Ejemplo 6.6.2: Hiperestatismo detirante

Laestructura atirantadadelafigura 6.28aconsta devigasderigidez constante EI= 243000txm?y cablederigidez
EA=90.000t. El coeficiente de dil atacion del material delasvigases = 10°°C % Parala solicitacidn exterior
gue mnsiste en uncalentamiento uriforme de la viga haizontal BD de 50°C, se pide:

a) Calcular €l esfuerzo axil en € tirante.
b) Dibujar y acotar lasleyes de esfuerzos axil es, cortantesy fledtores en todala estructura.

Nota: Enloselementosresistentes sometidos a flexén se permite despredar las deformaciones producidas por los
esfuerzos axilesy cortantes. (Examen septiembre 92.)

El cable esun elemento redundante; sin €, la estructura seria una ménsula con apéndice, isostatica Como el cable
solo transmiteredundantemente unesfuerzo, el axil , laestructuraeshiperestéticainternadegrado 1. Tomandocomo
isostética aociada la estructurasin cable de lafigura 6.280%, la eawiad6n de compatibili dad es:

(est)_  (cable)
8 CD ~ d CD

siendo J,, € desplazamiento relativo entrelos puntos Cy D medido segtinla propiadirecdon CD. Lo tomaremos
positivo cuando seade separadén, que es consistente con la parejade fuerzas T que adtUian sobre la estructura que
consideramos principal. La eaxiadon hiperestatica anterior expandida es:

ext T=1 T<L
8+ xT “TEd

0 sed

1

(T=1) )
dcp +; T =-8¢p

gue e ecuadon idéntica ala (6.6-5) solo que en términos de un desplazamiento relativo. Pasamos a evaluar sus
coeficientes.

La carga exterior produce u,= 12a50= 6x10° m. Ello supone que € punto D se aeje del C J,®=
Up Cos@= 4,8x1073 m.

10 Noimportaque el cable aparezcacomo trabajando acompresion. Sélosi el resultado final fuerade estaindole (T> Q) deberiamos rechaza
el cdculoy quedarnos con la estructurasin cable.
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Figura6.28
Estructuray diagramas del ejemplo 6.2.2

LacargaT= 1 producesobrelaestructuralaley de momentosfledoresdelafigura6.28c. Observaqueesunacarga
autoequili brada, que no necesita de reacgones exteriores para dcanzar el equili brio. Para cdcular su efeco enla
separadon de C y D concentramos las &reas de curvaturas en sus centros de gravedad y multi plicamos este giro
gordo por su distancia alareda CD (ver figura 6.28c):

800= 17262900604 172192 15 geng= 36288 1 493%107 m
2 EI 3 ET

3 2 EI

Observaque este cdculo esmucho masdiredo que el de obtener losmovimientosrelativos ugp Y Vep Y proyedarlos
sobre CD. La ewiadon hiperestéticaresulta:

[1,493+0,167]T =-4,8 = T=-2,892 ¢
Con este valor sellega alas leyes de esfuerzos fledores, cortantes y axil es de las figuras 6.28d-f.

Ensefianzas
— Hemosresuelto una estructura con ureincégnita hiperestatica interna.

— Hemos encontrado que la ewiadon de hiperestéticainterna:
* se semea ala de hiperestatica de goyo flexible en que se suman las flexibili dades de la
subestructura principal y de la subestructura muelle o cable;
» sediferencia en que & movimiento anulado esrelativo.

— La caga exterior solo afedaba ala subestructura principal.

— Nonoshaimportadoiniciar el cdculo conuncable en supuesta compresién. No aceptariamos, en cambio,
acdar el problema de esta manera.

Sin limitaciones

Launicali mitad 6n quetiene nuestraformulad én automaticahastaahoraesladerequerir quelacargaexterior adtte
todasobre lasubestructuraprincipal (aquéll aparalaque tomamos como positivalafuerzahiperestética) y no sobre
los cables 0 muelles que mnstituyen la subestructura seaundaria. Vamos a ver un gjemplo de @mo resulta la
eaiadon hiperestética wiando la caga exterior adtUa necesariamente sobre una subestructura seaindaria.
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Figura6.29

Estructuray diagramas del ejemplo 6.6.3

Ejemplo 6.6.3: Hiperestatismo detirante wmn cargaen €l tirante

Larigidezdelasvigas AB y BC que comporen la estructura de la figura 6.29aes El= 20.000txm?, y la del cable
AC, EA=9.400t. Este tiltimo sufre un enfriamiento de 100°C, siendosu coeficiente de dil atacion o= 10°°C*. Se
pide:

a) Calcular € esfuerzo en €l tirante ylas reacciones en los apoyos.

b) Dibujar y acotar las leyes de momentos fledtoresy esfuerzos axil es de todcs |os miembros.

c) Determinar €l giro del purto B. (Examen junio 96)

a) Definimos como subestructura principal lade vigasy le adjudicamos los esfuerzos T con el sentido pasitivo de
separadon de Ay C (figura 6.29b). El cable es la subestructura seaundaria que redbe los esfuerzos opuestos,

hadéndalo trabgjar supuestamente a @mpresion. La exiadon hiperestéticasera:

(5p)_ gexts

5 (T=1),s, ext,s L _6p
0y0= b0 +T8,c "7= 8¢ I_Ta =8¢

para el supuesto de que haya cargas exteriore acduando tanto en la estructura principal como en la seaundaria. El
superindices, serefierealasubestructura0 o principal, y s;, alaseaundaria o cable. Laeauad6n quedafinal mente.

T=1)s, L (ex1),s (ext),s;

8¢ +E}T=_(6AC =8¢ )

Estaeauiadon sdlo difiere delas vistas hasta ahoraen que, al haber cargas exteriores en todas las subestructuras, en
el términoindependiente aparecean, consignomenos, & movimiento de la subestructura principal menoslosdelas
demdas subestructuras. En el caso que nos ocupa no hay movimiento 8, de cargas exteriores en la subestructura
principal.
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Enlasubestructuraprincipal, J,.™" saledelaley de momentosfledoresdelafigura6.29c, multi plicandolosgiros
concentrados resultantes por sus distancias alareda AC como sugiere la propiafigura 6.29c. Resulta:

U es g 13V2323V2_ 45,103
22E 3

En la subestructura seaundaria cdle;

50D —é= ~0,451x10° m

551000 L= -4,243x107 m

La ewaddn hiperestéticaqueda:
[0,45+0,451]T=-[0-(-4,243)] = T=-4,709 ¢

El cabletrabajardefedivamenteatracaén de 4,709t. Sobrelaestructurano aparecean reacéonesporquelapargja
de fuerzas £T es autoequili brada.

b) Laley de momentos flectores resulta de multiplicar lade T= 1 delafigura6.29c por el fador T encontrado. El
resultado se da en lafigura 6.29d. Las leyes de cortantesy de ailes s muestran en lasfiguras 6.29/f.

c) Para cdcular @, necesitamos obtener antes € giro en el apoyo:

vo= 0,x3-122313_ ¢ - g - 0250x107 rad
2 El 3
o= 0,-12223__0500x10 rad
2 El

Ensefianzas
— Hemos resuelto un problema @n ura hiperestaticainterna con cargas exteriores aplicadas en la
subestructura seaundaria.

— Hemos encontrado como intervienen los movimientos de las diversas sibestructuras;
e los debidos a hiperestéticas unidad se suman paraformar lamatriz del sistemas;
e losdebidosa caga exterior se restan paraformar el término independiente.
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Resumen:
— Una sestructura hiperestéticade grado N, se cdcula:

» reduciéndoa aunaisostética aociada sopartando
» una caga exterior, conocida, y
» N, fuerzas o reacdones hiperestéticas unitarias;

» superponiendo los N,,+1 casos de caga aiterioresy

» forzando a que los movimientos novios de |as hiperestaticas cumplan las condciones de

compatibili dad de la estructura original.

— El aspedo del sistema de ewadones hiperestaticas no depende del sexappeal de la estructura: solo
depende de adles an sus incognitas hiperestaticas.

— En € sistemade ewadones resultante se observa:
* Quelamatriz del sistema contiene en lafilan los desplazamientos u, novios de la fuerzahipe-
restaticaF
» ¢ primeroese debidoaF,= 1,
» ¢l segundo, €l debidoaF,= 1, etc.
* Quelamatriz es
» simétrica y
» con coeficientes positivos en ladiagonal principal o suma de |os coeficientes positivas
de varias subestructuras.
. Queel término independiente contiene la diferencia de los movimientos producidos por las cargas
exteriores en las diversas subestructuras: el movimiento relativo, con signo menos.

— Para cdcular los coeficientes del sistema habremos de:
» dibujar las leyes de esfuerzos (generamente basta mn la de momentos fledores) delas N+ 1
hipdtesis de caga sobre la estructuraisostética aociada:
» ladelas cagas exteriores, mas
» cadaunadelasF,= 1, adada;
 para mnh esos esfuerzos cacular los movimientos pedidos por el sistema de ewadones
hiperestéticas:
» paralascargas exteriores, todoslos u,'s;
» paralas hiperestéticas unitarias:
o a menos el suyo novio, que va en ladiagonal principal;
o paralosdemésdelafilao columnaescogeremos la hipétesis en la que resulte
maés faal (o los cadcularemos en las dos pasibles para comprobar que no hay
error).

—  Cuandohayamosconcluidoconel cdculo, lasleyesfinalesde esfuerzos % pueden obtener de dos maneras:
» superponiendo las correspondientes leyes de esfuerzos de los N+ 1 hipétesis de caga, o

e obteniéndolos de nuevo sobre la estructura isostatica @n todas las cargas actuando
simultaneamente:

» lasexteriores méas
» las N, hiperestéticas con sus valores ya conocidos.

— Laley de esfuerzos cortantes, a su vez se puede obtener de dos maneras:
e apartir delas cargas exteriores,
» proyedandolasdeunlado sobrelanormal aladiredriz, o
e derivando laley de momentos fledtores.

— Laley de esfuerzos axil es también se puede obtener de dos maneras:
e apartir delas cargas exteriores,
» proyedandolas de unlado sobre latangente aladiredriz, o
* por equili brio de nudos entre
»  axiles,
» cortantesy
» cargas puntuales aplicadas en €l nudo.



7 Porticosy arcos
(Hiperestéticas, 2)

7.00bjetivosy contenido

Objetivos | Contenido

Generales:
— Aprender las peauli aridades del comportamiento de las estructuras porticadas,
e porticosy
e arcos.

— Saber qué esunantifunicular, qué interéstieney lamanera de hallarlo.

— Conocer las smplificadones de cdculo que permiten lasimetriay la antisimetria

Espedficos:
— Aprender de los pérticos:
* Qqué ssel efedo patico
e cud esel funcionamiento ided de un pértico
* notar las ventajas e inconvenientes del hiperestatismo.  .............. 87.1

— Aprender delos arcos:
e Qué ssdl efedo arco,
e cuandoes el antifunicular de una caga dada,
» conocer los antifuniculares de las cargas habitual es,
» hasta asando es admisible despredar la deformadon axial,
e trucosparasmplificarsucdculo. ............. ... . .. ... ..., 8§7.2

— Aprender las smplificadones de cdculo permitidas por:
» lasimetria,
» condiciones parague la estructura seasimétrica
o en esfuerzos,
O en movimientos,
* la atisimetriay
e lasuperpasicion de anbas,

» ylospeligrosde estas Smplificadones en lavida profesional. . . §7.3
-
Adicional:

— Adaquirir soltura en €l cdculo manual de estructuras pértico y arco,
e yenaprovedar las smplificadonesdelasmetria . ................. 8§74
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Figura7.1
Pérticos i sostéticos e hiperestéticos

7.1 Porticos

Novedades
Empezaemos diciendo qué asas cambian respedo de nuestras vigjas amigas las vigas continuas:

Lanovedadl del §2.7: no podemos separar efedosdecargas axialesy transversales: ahoratodas las cargas
excitan todas las hiperestéticas. La figura 7.1a muestra como una carga horizontal causa reacéones
verticdesy momentos flectores.

Si el portico es isostético (un apoyo horizontal es deslizante), el dintel se momporta como unaviga
biapoyada:

e sus momentos fledores n los mismos de una viga biapoyada (figura 7.1b),

» laspatas ®lo trabajan llevando las reacéones verticdes a suelo,

» el desplazamiento horizontal relativo delas patas del portico es u,=-0,.h,+0,h,

o dendo 6, G, losgiros cdculados en laviga biapoyada, con su signo .
En unpértico hiperestético:
e s podemos asegurar que los nudos del portico no se mueven, o sabemos exadamente aianto se
mueven, podremos cd cular susreaccones hiperestaticas por el métodode vigacontinua (86.4);
« delo contrario serd mejor resolverlo pa los métodacs de hiperestéticagenera (86.6),
» usando acasionalmente simplificadones de simetria/antisimetria (87.3)

En nudos formados por vigas a 90°:
e Si no hay fuerzas aplicadas en los nudos:
» ¢ vaor del axil de unaviga mincide cn el cortante de la perpendicular,
o yviceverss
» ¢ vaor del momento fledor tiene que mincidir a anbos lados del nudo.
 Si hay fuerzas aplicadas en los nudos, laregla anterior se modifica en que los valores
mencionados < diferenciaran en la cantidad introducida por la caga glicada.

En nwos con otros angu os, los esfuerzos estan reladonadaos por las condiciones generales de equili brio
estético: 2f,= 0, 2% = 0.
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— Verlanovedad?2 de §2.7 y figura 2.27 sobre cémo debemos suponer que evolucionanlos sgnos de los
esfuerzos. Al cdcular movimientos, si se mantiene el signo del esfuerzo de acuerdo con lafigura2.27, se
mantendra @ signo del movimiento que caisa en undeterminado punto,

e siempre que d punto se mantengaa mismo lado (por encima o por debagjo; alaizquierdao ala
derecha) de ladiredriz.

Vigacon patas

Un pdrtico se proyeda para salvar unvano cuyatopaografiarequiere patas o jambas, por razones de gdlibo. Si éste
es el Unico requerimiento, se puede escoger un portico isostético. Sin embargo, un pértico isostatico tiene d
inconveniente de que no reparte bien los esfuerzos entre los miembros de la estructura. Para cagas verticdesy
momentos apli cados sobre el dintel, el partico isostético apoyado-desli zante se comportacomo unavigabiapoyada
cuyas patas le sirven Gnicamente para conducir sus reacéones verticaes hasta el suelo. En efeco: en el pértico de
lafigura 7.1b e dintel sufre los mismos esfuerzos y transmite las mismas reacéones que la viga biapoyada: no
redbe ayuda dgurade sus patas; es casi como si éstas colgaran de auél (figura 7.1b).

Ayuda hiperestéatica

El comportamiento resistente del pértico de la figura 7.1a mejora apredablemente s nos las arreglamos para
consegirle unareacéon horizontal H en los apoyos' (figura 7.1c). Esto se consigue regularmente introduciendo
hiperestatismo: convirtiendo en fijo el apoyo dedlizante (figura 7.1d) o colocando un tirante entre los apoyos
(figura 7.1€). El efeco de la reac@dn horizontal es el de superponer una ley de momentos fledores negativa
(figura 7.1c) que "empuja hada arriba’ laley "de viga' del dintel (figura 7.1a), efedo que reduce los momentos
flecdores en € dintel (figura 7.1f) —a costa de introducirlos en las patas, claro—. La reac¢én horizontal afiade
ademéasunacompresion en el dintel, queresultafavorable en estructuras de hormigén. Asi pues, unpartico se puede
proyedar hiperestatico para que las patas ayuden a resistir a dintel. EI ejemplo gque sigue nos contradice, sin
embargo, al mostrar que, con ingenio deingeniero,? se puede conseguir también el efedo hiperestatico de"subir la
ley devigade dintel" sinintroducir hiperestatismo alguro.

Ejemplo 7.1.1: Portico con apoyo inteligente

El portico dela figura 7.2a es de secd6n constante de rigidez El= 400.000txm?. Esta articuladoen su extremo A
y puede dedli zar sobre unasuperficie planainclinadaen su exremo B; soparta unasobrecargauniformede 2 t/m.
Se desea saber:

a) Cud eslainclinacion a 6ptima de la sustentacion en B para que & momento maximo (en valor absoluto) que
sufra la estructura sea lo mas pequefio paible.

b) Entalescondciones, determinar el desplazamiento que sufreel extremo B enladirecdadno. (Examen enero 96.)

a) Laideade problemaeslasiguiente. Setratade unpdrtico isostético; susreacéonesverticdesen Ay en Bvaen
V,= Va= 12t. Lareacdon en B no sera verticd, pero e terreno cumpliré ciegamente con su deber de darnos una
reaceon R; cuyacomponenteverticd seapredsamentede 12t. Lo que sucede esque estareacedn inclinada R; nos
darg, simultaneamente con la mmponente verticd necesaria, una wmponente horizontal de valor H=-12tger
(figura7.2b), de la aual nos queremos aprovedhar astutamente, como se explica a ontinuadon.

Si el apoyo en B fuera horizontal (si no hubierareacéén H) laley de momentosfledtores serialadelafigura7.2c,
con unmaximo en el centro de valor gxL%8= 36 mxt igual que en la viga isostética A esta ley habra que
superponerle lade lareacedn H, quetiene @ aspedo delafigura7.2d. Su efedo seraempujar hada aribalaley
del dintel. Idedmente podremos conseguir que seacomo lade lafigura 7.2e, con 18 mxt por encimay 18 mxt por
debajo. Con €ello logramos que & momento fledor maximo en toda la estructura seala mitad del original. Esta
cantidad es la minima y de ella no podremos bajar.® Asi pues, € vaor ided para la reacédn horizontal es
H= 18/5= 3,6 t de donde se ohtiene ¢;,= 16°70.

b) Los movimientos se cdculan con laley de momentos fledores de lafigura 7.2e, pero es masfaal hacelo con
sus componentes, lasdelasfiguras 7.2cy d. Paracdcular el movimiento de B en ladirecadn inclinada tendriamos

Si bien podemos empeorar su comportamiento frente a cagas que cnsistan en movimientos o deformadones impuestas.

2 Se dice que en espafiol ingeniero viene de ingenio mientras que en inglés engineg viene de engine. Esto te lo digo para animarte a
desarrollar tu ingenio, no para que alquieras uninjustificado complejo de superioridad frente alos colegas de otras nadonalidades.

3 Observa que esta cantidad minima no se obtiene derivando (porque no se trata de un problema de méximos y minimos relativos, sino
absolutos). Sellega a éla de forma mucho més econémica razonando.
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Figura7.2
Estructuray diagramas del giemplo 7.1.1

%ue determinar las distancias de los c.d.g.'s de lasleyes de momentos a esta lineg ademés, tendriamos que cdcular
l, previamente. Resulta mucho mas encill o determinar su componente horizontal, y de dla, lainclinada:

u,= E£12><5—2l£525—212><5= 0,15x1073 m
3EI 2EI 3 EI

La componente inclinada seratal que u,= u,/cose= 0,157 107 m.

Ensefianzas
— Hemos conseguido el efedo portico sin introducir hiperestatismo: lareacéon horizontal que nos reduce
los momentos fledores en el dintel 1a hemos obtenidoinclinando € apoyo dedlizante.

— Hemos minimizado € momento fledor en laestructura. El valor minimo alcanzado se obtiene de igualar
el maximo positivo al maximo negativo, en valor absoluto. En Resistencia rara vez se encontaras |os
maximos/minimos derivando.

— Hemosvisto que los apoyos i sostéticos nos dan predsamente las reacgones que € equili brio exige. Nos
hemos aprovecdado ingeniosamente de estabondad de la naturaleza

—  Hemosdeterminadoel movimiento seginunadirecdénapartir de otro mas sencill o de cacular. En general
se preasade dos, seguiindos direcdones perpendiculares. (Aqui el segurdo eranulo.)

Efedo portico

A pesar delo que ensefia d gjemplo anterior, lo normal es alcanzar con hiperestatismo el deseado efedo partico,
que reducelos momentos fledores en €l dintel en lacuantiaHxh. Si o hacemos disponiendo un apoyo fijo, como
en lafigura 7.1d, lafuerzaH nos la dara el terreno "gratis' —si es cgpaz de resistir este anpuje— pero en ura
cantidad que puede resultar insuficiente o excesiva. Si queremos una H en cantidad predsa, afinada la podemos
conseguir proyedando cuidadosamente un cable o tirante, como vemos en el giemplo que sigue.
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Estructuray diagramas del ejemplo 7.1.2

Ejemplo 7.1.2: Hiperestatica afinada
El portico delafigura 7.3aesta constituido por vigas de rigidez El= 500.000txm? y untirante cuyo material tiene
unatension admisible de 400kp/cn? y unméduo de dasticidad de 2x10° kp/cn?. Se pide:

a) Determinar la secadnminima que hadetener € tirante para queen ninglnpurto del pértico el momento flecor
excela de 32 mxt.

b) En el supuesto anterior, dibujar laleyde momentosflecoresy la deformadadela estructura, mostrandoen ella
la pasicion celos purtos de inflexion.

Conel fin de conseguir unmejor aprovecdamiento de la resistencia del tirante, se dispore untensor que permite
modificar la longtud de aquél. Se pide, también:

¢) Determinar lasecddnminimadel tirantey el acortamiento que hay queproducir en el mismo para mantener las
condciones anteriores, esto es, que & maximo momento fledor en el portico siga siendo de 32 mxt. (Examen
enero 94)

a) En el portico isostdtico, sin tirante, laley de momentos fledtores seriala de lafigura 7.3b. El maximo momento
fledor seria de 50 mxt. Parareducir este valor hasta 32 es necesario "subir” laley de momentos flecores 18 mxt.
Esto ha de cnseguirse con la fuerza horizontal que transmita d tirante. Esta fuerza habra de ser de 3,6 t
(figura 7.3c). Con estafuerza, laley de momentos fledores en € pértico resulta ser lade lafigura 7.3d.

Advertencia 1 la hiperestatica no vadralo quetu quieras

No podemoscolocar cualquier tirante entrelos apoyosdel portico y confiar en que nosdé predsamentelas 3,6 t que
deseamos sin "persuadirle”’ aello. Un cable de secddn A= 3600400= 9 cn? puede resistir esta fuerzapero no por
ello nos lava aproparcionar.

Advertencia 2 la condicién hiperestatica no desaparece

Laestructuraeshiperestéticadegradol. Y, sin embargo, hemos hall ado sus esfuerzos sin resol ver ninguraeaiadaén
hiperestética, solamente con nuestros "buenos deseos’ de reducir los momentos fledores en el dintel una cantidad
precisa. La condicién hiperestatica, empero, no ha desapareddo: es predsamente su cumplimiento lo que va a
"persuadir” al tirante a darnos exadamente las 3,6 t de fuerzahorizontal con las que hemos contado paradibujar la
ley de momentos fledores de lafigura 7.3d. Estaley (o sus dos componentes de lasfiguras 7.3b y ¢) nos diceque
€l apoyo B se moverala cantidad:
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= 2-—525-"15x5=  0,95x107 m
El 2 2EI 2EI 3 EI

| |

40 15+5 50-40 ] 118_.2,. 18
2T 25 xS

(m)

425x10% m  ufP=Hpuy” = 330x107 m

Por compatibili dad conyugal, €l tirante extendido entre Ay B habra de alargarse estamisma cantidad bajo su fuerza
de 3,6 t. Por consiguiente:

L _ 3.615 5842107 m2= 2842 cm?

Acable
Ex6,, 2x107x0,95x1073

Esta es la secd6n minima pedida. (Es "minima"' porque con un secdon mayor se reduciria alin més e momento
maximo en €l dintel. Tal vezpodriamos|legar areducirlo alamitad de su valor inicia o isostético; a partir de ahi,
"subir" méaslaley de momentos flecores supondria crea un momento negativo mayor de lamitad, y eso, ademés,
pagando por un cable méas caro. Engordando el cable para hacelo mas rigido podiamos llegar, en €l limite, a
obtener el valor deH del apoyo rigido; paraobtenerlo mayor hay quereaurrir aprocedi mientos «trauméti cos», como
veremos en seguida.)

Podriamos haber escrito la eaiad én hiperestaticade manera aitomética, como aprendimos en (6.6-5):

Hz=1) L _ (exd)
uB + ajIHB— _uB

y haberlaempleado, de formadiferente ala habitual, entrando con Hy= -3,6 t, paraencontrar lasecddn necesaria
de cable. Es importantisimo observar que si no se usa la eauacion hperestatica para € calculo de la estructura
habra que usarla para el dimensionamiento de la misma.

b) Laley demomentosfledoreslaobtuvimosenlafigura7.3d. Deellase sacalapasicién delos puntos deinflexion
y ladeformada a atima concordante cn las curvaturas que de dla seinfieren (figura7.3€).

c) Resultatriste parauningeniero colocar uncable de 28,42 cm? cuando uno de 9 cm? seria suficiente pararesistir.
¢Como podriamos persuadir aeste Ultimo paraque nosdieralas 3,6 t de fuerzaapeteddas? El cable de 0,9 cm? bajo
lafuerzade 3,6 t se dargaria:

8= _ 3615 00 m

2x107x9x107*

Ested argammnto es3-0,95= 2,05mmen exceso del necesario. Paraconseguir lacompatibili dad bastacon cortarle
ese exceso.” En el enurciado se nos dice que se hara mediante un aparato tensor que se colocara previamente en
seriecon el tirante. Aunque no noslo pidan, juzgamosimportante determinar cual seralatension quetendrael cable
conla estructura descargada Si el cable es 2,05 mm mas corto que lo que impone la geometria, entre lafuerza
Hy= -T, que mueve el punto B del pértico hadalaizquierday su contrarialafuerzaT, que alargae tirante, deberan
cerar laholgurade 2,05 mm:

215525, 5 15us)e 15 |pe 2,05x103 m = T= 1,171 ¢
2El 3 EI 2x107x9x107*
u;Hle) L/EA

Conoceremos que € tirante ha dcanzado latension debida auando el punto B del pértico se haya movido:

uy=-Txuy ® '=-1,073x10" m

hadalaizquierda. (La caitidad restante hasta cerar laholgura es el alargamiento del cable bgjo T= 1,171t.)

4 Afortunadamente, en Resistencialaarmoniaconyugd cable-estructura es més fadl de alcanzar que en otros dmbitos: basta con unaligera
amputad6n en unmiembro.
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Aparte del procedimiento del tensor (que consiste entirar de cable y portico simultaneamente con la pareja =T de
acaony reaceodn, pagando sélo pa una), podriamosinstalar €l tirante, 2,05 mm més corto de lo debido, de otras
dos maneras: (i) empujando el portico con Hy= -2,236t, o (ii) estirando el cable con T= 2,46t. En cualquier caso,
unavezatadoel cablealaestructura, a retirar lafuerzaapli cada, éste quedara con latension remanente T= 1,171t
encontrada para el caso detirar de portico y cable simultaneamente. Laley de momentos flecores en la estructura
serd semejante alade lafigura 7.3c, corregida por €l fador de escda 1,171/3,6= 0,325.

Ensefianzas:
— Hemos querido que la estructura seahiperestaticapara reducir sus esfuerzos.

— Se trata de una estructura afinada (en el sentido de dinar uninstrumento musica) porque hemos
conseguido que lareacedn hiperestéticatenga € valor predso gue nos conviene.

— Nuncate vas alibrar de satisface las eauadones hiperestéticas: cuando no las uses para determinar los
esfuerzos, porque los quierasfijar avoluntad, las tendrés que emplea para dimensionar la estructura que
cumplatus designios.

— Hemos modificado la dimension de un elemento resistente (hadéndola menor que lo exigido pa la
geometria) para grovechar mejor su cgpaddad resistente.

— Por colocar un elemento resistente de dimensiones distintas de las geométricamente corredas en ura
estructura hiperestética nos han apareddo esfuerzos (y tensiones) remanentes en laestructuradescargada.

— Aunque puede haber diferentes procedimientos constructivos parainstalar un miembro de dimensiones
incorredas en una estructura hiperestatica los esfuerzos remanentes en la estructura no dependen del
procedimiento escogido.

Resumen:
— En unpértico isostéatico como € delafigura7.1a:
» ¢ dintel sopatatodalaflexion delas cargas verticades, como viga biapoyada;
» lasjambas lo sufren el esfuerzo axil de transmitir las reacgones verticdes de viga.

— El efedo portico consiste en reducir la flexion en el dintel introduciendo reaccones horizontales que
anaden ura flexion negativa, contraria. Esto se nsigue:
* introduciendo hiperestatismo
» de goyofijo, que dalasreacédn horizontal que crresponda;
» de goyo flexible o tirante, que puede dar lareacedn horizontal deseable; o
e inclinando €l apoyo deslizante, sin introducir hiperestatismo.

—  El momento fledor resultaminimo al igualar, en valor absoluto, el maximo pasitivo al maximo negativo;
no resulta de minimizar una funcion.
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Figura7.4
Arcos isostético e hiperestético

7.2 Arcosy antifuniculares

Efedo arco

Un arco es demasiado compli cado de construir parahacelo alaligera. Si en unpértico erasensato buscar el efedo
hiperestético, en unarco es casi obligado buscar € efedo arco. Este es, ademés, mucho més ventajoso todavia que
en el caso anterior, por lo que sigue. Si mediante d efedo pdatico restdbamos una catidad Hxh constante a los
momentosflectoresen el dintel , tanto alli donde conveniamés como donde menos, mediante el efedo arco restamos
una cantidad Hxy que serd mayor en el centro de la luz, donde hacemas falta, y menor donde menos. Laley de
momentos fledores en unarco hiarticulado como el de lafigura 7.4a se puede interpretar como la sumadelaley
isostéticao de viga de lafigura 7.4b méslade lareacédn horizontal de lafigura7.4c. El resultado final es como
muestra lafigura 7.4d: hemos reducido méas el momento ali donde hada mésfalta: la dave.

Dificultades de dlculo

(i) El cdculo de esfuerzos y movimientos exige evaluar integrales analiticamente, como ya sufrimos en el
problema 4.5-7. Pero hay més: las integrales aparecen "acdadas’ en ds en vezde dx; en el arco circular esto no
introduce dificultad alguraporque ds= R. de. Pero (i) en cualquier otro arco ds= dx/cosd)— dx(1+y'?) ™2, lo cual
no tiene ningura grada. Cuando en un problema de examen trabajes con arcos no circulares, los profesoree
bondadosos te ali viaremos esta dificultad (paraddjicamente) introduciendo dra: unarigidez variable de laforma
El(X)= El,/cosg >; con ellalasintegrales s transforman de la siguiente manera:

. x ds _ dxlcosp _ 1 prx
(7.2:1) fx y(x)EI fx ()EI Jcosd  EI y( )

Asi pues, cuando larigidezde un arco varia con la secante, el modus operand es saca larigidezen laclave El,
fueradelaintegral, como si deinercia cnstante se tratara, y reemplaza tranquilamente ds- dx.

° Variadon que, dicho seade paso, es poco conveniente para este tipo de arco; por ello la utilizarés sdlo en soluciones académicas, porque
los profesores, apesar de ser ingenieros, todavia seguimos obsesionados con evaluad ones analiticas delasintegrales. En soluciones profesiondes
determinaras tG mismo lavariadén El(x) que te convengay evaluaras las integrales numéricamente (los programas de caculo lo haran por ti).
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Antifuniculares

Tan eficientes podemos ser con un arco en el arte de reducir sus momentos flecores que los podemos anular por
completo, con tal que nos dejen darle d arco la forma gropiada, que veremos. En efedo, la ley de momentos
fledores en unarco eslasiguiente expresion (que queremos anular):

M(x)= M(x)*?-Hy= 0
M(x)(vigﬂ)

H
Asi, pues, no se produciran momentos fledores en el arco si:

(7.2-2) 0=

(i) ledamosunaforma afinalaleyde momentosfledoresqueproduciria su cargas actuara sobre unaviga
biapoyada, y

(i) lo apoyamos fijamente en sus extremos,

lo cual es el suefio de todoingeniero. A la aurvay(x) paralacual la carga q(x) no produce momento flector en
ningunpurto le llamamos funicular o antifunicular. (El funicular es la estructura que trabaja exclusivamente en
tracdon; € antifunicular, en compresién.) Hay que fijarse en dos cosas:

() Laformaafiny(x) del antifunicular puede ser mas 0 menos peraltada (el evada) dependiendo del parametro
H de escda. Asi, un arco muy levantado requerira una reac¢on horizontal H pequefia para anular los
momentos fledores; un arco rebajado, por el contrario, exigirduna H grande.®

(i) Si despredamosladeformadon por esfuerzo axil (cosa que e acetable en arcos peraltados pero no, en
arcos rebajados, donde |a contribucién de H al esfuerzo axil en cadasecddn, H/cosg, es elevada) estaH,
gue anula los momentos flecores, anula también los movimientos de todas los puntos; en particular, €l
supuesto movimiento horizontal de los apoyos. Asi pues, H es predsamente la reacc6n de apoyo fijo. A
mi esto me pareceuna propiedad maravill osa. Observalo siguente:

» losapoyosisostaticos dan la cantidad de reaceon exada que se predsa para d equili brio;
» losapoyos hiperestéticos dan la cantidad de reacdon que les correspende, sin atender a nuestras
conveniencias. Sin embargo,
» losapoyosfijosde unantifunicular dan predsamente la cantidad de reacédn que anula
los momentos fledores en la estructura.

Ejemplo 7.2.1: Antifunicular para cargatriangular

Sobre el arco biarticulado de secaén variable de la figura 7.5a actlia una carga repartida con la distribucion
trianguar que se muestra en la propia figura. Despredandolos acortamientos debidos a los esfuerzos axiles en
el arco, se pide:

a) Determinar la eauacion cela dredrizdel arco paa que no apaezcan en € momentos fledores.

b) En el caso de que en el arco arterior se sustituya el apoyo fijo en B por un apoyo dedli zante atirantada, como
se muestra en la figura 7.5b, obtener €l esfuerzo en el tirante y la ley de momentos fledores en el arco (dibujada
y acotada).

Lasrigideces de los miembros son: tirante, EA= 16.500t; arco, Elcosp= 200.000txm? sendo¢ e anguo dela
tangenteala diredriz conla haizontal. (Examen enero 97)

a) Tomando el origen delacoordenadazen el apoyo A, laley de momentos fledores debidaalacargaverticd (sin
reacton horizontal, con apoyo deslizante en B) es:
2
Me<15)= L2 2= 75 2
215 15

z z z 3
Mz<15)= 1,52-V() 2= 112,5] Z|-375| =
3 15 15

Cambiando alavariable alimensional é&= x/15= 2/15-1; z/15= &+1:

ME)= 112,5(+1)-37,5(+1)= 37,50-382-83)

6 Observaras que los arcos de piedra, de medio purto en el romanico, se peraltan alinmésen el gético inicial, paraacaar en e renadmiento
siendo en ocasiones tan audazmente rebajados, por aarde téaico, que producen intranquilidad.
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La expresion anterior esta deducida en el tramo &< 0. Para que dé & mismo valor cuando &> O:

ME)= 37,50-38+|E]°)
La eaxiad6n del antifunicular seré&

_ﬁ _3F2.|E|3
W= ==L-3e2+[E)7)

cuya @nstante gustaremos de modo que eax= 0, y= 5:
e=-0)= 250-38+[E]7)
Comprobacion: En el cdculo anterior nos vimos obligados

atomar H= 15. EstaH representalareacedn horizontal en el
arco. Como la reac@on total debe llevar la direcdon de la

tangente:
v, dy
= t = —
H gd)A [ dx]x-—ls
75, 2
22 5 -6£-3
15 ¢3¢t )5 ‘ld
Se auimple.

b) En el caso de cdle, la ewiad6n hiperestética es:
u @Ey=1) L =—y (ext)

I
Aqui vamos a aplicar un truco que nos ahorrard dgun
cdculo. S en la estructura de la figura 7.5¢ aplicéramos la
carga exterior y H
inmovil. Asi pues:

(ext)_ 15x%u
éext)_ 15><

(HB= 1

1 t/m

. 30m .
1 t/m
_~wVYY_ NY VYWV
m B
b) I Um
- &YMM\_KV_
15t 15
A B
9 (9] é
Figura7.5

Estructuray diagramas del ejemplo 7.2.1

5= —15 simulténeamente, sabemos, por propiedad de antifunicular, que @ punto B se quedaria

=0
(Hz=1)

S6lo cdcularemos, pues, € desplazamiento debidoaHg= 1. Laley de momentos fledores gra M(x)= 1xy:

Hy=1 - -
u; 57D _ fx 15y.y ds _ ifx lsyzdx=
x

=-15 ~ Elx) EI Jx-0

2x2,5? 2,3
[t

en donde nos hemos aprovechado de lasimetriade lafuncién y(x) paraintegrar solo enlamitad delaluzy €l atajo,

descrito antes, de canbiar dS/El(x) ~dx/El,,. Resulta:

(H3=1) 187,5 5 7 3 4
= 4E + + -4E&°+

5 200.000[E 5 E et E
(1,821+ 30

= 1,821x107 m
E=0

)HB=—15><1,821 - H,=-7,506 ¢

Laley de momentos fledtores sra (15+Hg)xy (porque Hg= 15 produce exadamente la misma ley que la carga

triangdar exterior, que anulabamos con Hz= -15)

Mx)= 18,735

gue esmaximo en la dave, con valor de 37,47 mxt.

Ensefianzas:

2
2-3f X +
15

X

il

15

— Hemos aprendido adeterminar la aurva antifunicular de una caga dada.

— Hemos comprobado que para que no se produzcan momentos fledores en la estructura, €l antifunicular
debe estafijo en susextremos: solo lareaccon de apoyo fijo anulalos momentos; lade apayo flexible, no.

— Hemos hecho uso de la simplificadén que introduce en um aco larigidezvariable de laforma

El(x)= El,/cosg.
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Antifuniculares famili ares

7.11

Debes conocer los sguientes antifuniculares:
Carga Antifunicular Figura

Purtual, P Estructura bipeda: lineaquebrada en el

punto de glicadon dela caga 7.6a
Uniforme, g(¢), Arco circular 7.6b
normal aladiredriz
Uniforme verticd, q(x), Par abola de 2° grado 7.6¢
por unidad de proyecaon
Uniforme verticd, q(s), Catenaria 7.6d
por unidad de longitud (sin interés en esta asignatura)

Si despredamos las deformadones
por esfuerzo axil, €l tnico esfuerzo
en un antifunicular es e axil.
Convienenoolvidar laperogrull ada
de que lleva en cada punto la
direcdon delatangente al arco. La
estructura tiene la forma predsa
para que su tangente lleve la
direcaon de la resultante en cada
punto.

Antifunicular bipedo

En la estructura bipeda, la caga
puntual en el nudo se reparte entre
las vigas de awerdo con la regla
del paralelogramo. Empleando el
sistema coordenado de la
figura7.7a, €l reparto es:

(7.2-3)

Truco mental

Circunferencia ﬂ -

9
Parabola de 2° grado

Bipeda

d
Catenaria

Figura7.6
Antifuniculares familiares

sena,
N=pP_ 2
— 1 _
N, cosa,+N,cosa,= P _ sen(e,— o)
N, sena +N,sena,= 0 send,
N=-p_—__ L
2 sen(o,—0.,)

Cuando trabajemos con presiones uniformes sobre una curva cualquiera, €l cdculo de resultantes sale zumbando
con s6lo un poco de imaginaddn: en lugar de cnsiderar la arva AB sometida a la presion p (figura 7.7b),

»

KA

.. B
ARARA: >
p

Figura7.7
llustradén ce atifuniculares
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consideramos el soli doimaginario ABC sumergidoen unliquido, que aunaciertaprofundidad e presionacon p por
todacslos bordes. El cuerpo estaria en equili brio en el seno del liquido, por 1o que las resultantes seginx ey sobre
AB serian H= pxAC, V= pxCB:

: H= pxAy
(7.2-9) V- pxAx
Antifunicular circular
Estaférmula permite escribir paralafigura7.7c:
(7.2-5) V= qRsen¢p = N=-gR

gue dice que en un arco circular sometido a carga normal uniforme el esfuerzo axil es (i) constante N=-q.R e
(i) independiente de la abertura del arco.

Antifunicular parabdlico

En el arco de 2° grado biarticulado con carga uniforme g, por unidadde proyecéén x (figura7.7d), lasreacéones
verticdes valen lo que en la viga biapoyada, V= q.L/2. Las horizontales seran tales que la resultante lleve la
direcdon de latangente:

L2
Z: tgo= 4_f = HZ:I:—qO
H L 8f

La componente horizontal del esfuerzo axil es constante, H. Por consiguiente:

L? 2
Ney=-FL =3 |1, B,
cosd 8f L2
con la ordenada x medida desde d vérticede la pardbola.
Variaciones
— Laspropiedades del antifunicular se mnservan aunque:
e se @npotre dgunextremo, o
e seintroduzcanrétulasenladiredriz (en nimero menor del que lo hariainestable) porque ningln
punto tiene intencién de girar.
— Laspropiedades del antifunicular se pierden si:
» sehacededlizante dgunapoyo,
» sehaceflexible dgunapoyo, (gercicio anterior) o

*  setienenen cuentalas deformadones por esfuerzo axil (gjercicio siguiente), importantes en arcos
rebgjados f/L< 1/5.

Ejemplo 7.2.2: Antifunicular siny con defor macién por axil

El arco biarticuladode la figura 7.8aesde diredriz circular. Susecddntransversal es redangudar, de 0,5 mde
ancho por 1 mde canto. El méduo de elasticidaddel material es E= 2x1(° t/m?. El arco soparta unacargaradial
uniforme p=1t/m.

En uncalculo preliminar se mnsidera €l arco inelongable, y bgjo esta hipétesis % pide:

a,) Calcular €l valor delas reacciones en el apoyo B.

b,) Calcular los esfuerzos en la secddn de daveC.

c,) Determinar el valor del giro en €l apoyo B.

Conobjetodecomprobar el gradodeaproximaciéndelahipdtesisanterior, seefeduardunnuevo calculoteniendo
en cuenta la deformacion pa esfuerzo axil. De @ se obtendran de nuevo:

a,) El valor delas reacciones en el apoyo B.
b,) Los esfuerzos en la secaon ce daveC.

c,) El valor del giro en el apoyo B. (Examen junio 97.)
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Figura7.8
Estructuray diagramas del ejemplo 7.2.2

a,) Por (7.2-5) N= -q.R=-10 en todos los purtos del arco. Siendo éste € Unico esfuerzo, las reacéones en el
extremo B serén V= -N.sena= 2,59t, Hy= N.cosa= -9,66t.

b,) Por lo dicho antes, los esfuerzos en cualquier punto son: M= 0, Q= 0, N=-10t.

c,) Despredando la deformadén por esfuerzo axil, no habra deformadones en el arco: .= 0.

a,) Si tenemos en cuenta la deformadén por esfuerzo axil, las reacdones horizontales del arco serén ligeramente
distintasalas cdculadas anteriormente: H,= —9,66+ AH. Los esfuerzos en la estructura seran los encontrados antes

més los debidos a esta corredén AH 7; el movimiento uB serd de aaierdo con Bresse (4.4-7h):
M(d)= AHxy= AHx10(cosd-cosa)

N(p)=-10+AHcosd

= Zf:[ %‘f)y+ %@cosd)) 10dd =

20 oo N 20( - fa C
83.333(100AHL (costh - cosex) d¢)+1—06( 10/ “costpdp+ A [ “cos d)dd))- 0

o
+

[

uy= 24x 10‘3AH[( %d) + %senZd)] -2send cosa + ¢ cos’e

o
=0

o

+0,02><10'3[— 10send +AH[ %d) +%sen2¢) }

uy= (0,00388 AH-0,0518+0,00512AH)x10°= 0 - AH= 575 ¢

I nterpretacion: El ssgundosumandode u, esel debidoal axil que antes habiamosdespredado. El primer sumando
esdebidoalaflexion producidapor lacorrecdén 4H, y el tercero, aladeformadén axil por lamismacorrecdan.
Como se trata de unarco muy rebajado, f/lL= 1/15, lainfluenciadel esfuerzo axil esimportante. (En redidad, las
proparciones geométricas del arco son las de la figura 7.8c, que en las figuras anteriores habiamos falseado por
razones didadicas) Las reacdones verticdes no cambian; las reactones horizontales pasan a ser

H,=-Hg= 9,66-5,75= 3,91t.
b,) Enla dave gpareceun momento flector de 5,75x0,341= 1,96 mxt. El nuevo esfuerzo axil esde -4,25t.

c,) El primer estado e cagas no producia giro alguro en los apoyos. Todoel giro viene del AH:
_ 1 o _ i o _ =
0,= Elfo M(b)ds= EIAHXIOOfo (cos¢ —cosa) dd

L 575x100(sene - cose)= 0,041x10 rad
83333

! En el cdculo que sigue debes tener cuidado de poner tu caculadora en modo radianes, o de cambiar ¢~15°.77/1804lli donde e angulo

aparezcaexento, es dedr, sin afedar por una funcién trigonométrica
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Loscdculosanteriores nossirven paraestudiar lainfluenciade ladeformaadén por esfuerzo axil seguinel peraltado
relativof/L del arco. Enlatabla7.1 sevenlasvariadonesdelossiguientes pardmetros. Hy, ,/Hy Y U/Uy. El primero
esel cociente entre lareacedn horizontal verdaderay lacdculadasin considerar ladeformadon por axil . uy/u,, es
el cociente entre d desplazamiento horizontal producido pa la deformadon axil y el debido alaflexion, en la
hipétesis de carga Hy= 1. Se observa que para f/L> 0,2= 1/5 la influencia de la deformadon por axil es
efedivamente despreaable.

Ensefianzas:
— Hemos cdculado las reactonesy los esfuerzos en un arco antifunicular producidos por su carga en dos
hipdtesis:
e despredandoladeformadon por esfuerzo axil, e
 incluyendo la deformaadn por esfuerzo axil.

— Lo hemosresuelto en dos fases:
e conlos esfuerzos del antifunicular, conocidos a priori, que no dan movimientos, mas
» esfuerzos modificativos producidos por lavariadén AH respedo delaH del funicular.

— Al incluir la deformadén por esfuerzo axil aparecen esfuerzos fledores, cortantesy variaaones de los
axil es.

— Hemosvisto que ladeformadon por esfuerzo axil sélo influye en arcos rebajados, con f/lL< 1/5.

Resumen:
— Losarcos € proyedan paratrabajar fundamentalmente a @mpresion.

— EIl cédculo de acos no circulares £ simplifica mucho hadendo su rigidez variable de laforma
El(x)= El cosg. Con esta variadon se puede reemplaza en las formulas:
* EI(X)- El,, como s fuerarigidez mnstante, y
e ds- dx, simulténeamente.
No olstante, esta variadon de larigidezno esla aleauada para un buen proyeco del arco.

— Paraunacagafijase puede encontrar unafamili ade arcos antifuniculares bre los cuales no se producen
esfuerzos de flexion (ni de @rtante): sélo axiles.
e Laforma del antifunicular puede ser mas o menos peraltada, a msta de producir un empuje
horizontal menor o mayor.

e Antifuniculares conocidos on:
» la estructura bipeda, parauna caga puntual;
» ¢ arco circular, parauna presion uriforme;
» la pardbola de segundo grado, parauna cagavertica uniforme por unidad de

proyecaon.

— Si despredamos la deformaaén por esfuerzo axil, € empuje horizontal que predsa un antifunicular para
anular los momentos flectores es exadamente d que le proparcionan los apoyos fijos.

— Ladeformadén por esfuerzo axil esredmente despredable en arcos peraltados por encimade f/L> 1/5.

— Enarcosmuy rebajadosladeformadon por esfuerzo axil introduce esfuerzos corredores en €l arco: axiles
adicionalesy esfuerzos de flexion.

Tabla7.1
Influencia de la deformadén por esfuerzo axil
a fiL Hy./Hy Uy/Uy, a® fiL Hy.n/Hy Upy/Uy,

5 0,022 0,008 107,651 55 0,260 0,993 0,007
10 0,044 0,125 6,706 60 0,289 0,995 0,005
15 0,066 0,425 1,318 65 0,319 0,996 0,003
20 0,088 0,701 0,414 70 0,350 0,997 0,002
25 0,111 0,852 0,168 75 0,384 0,998 0,002
30 0,134 0,923 0,080 80 0,420 0,998 0,001
35 0,158 0,957 0,043 85 0,458 0,999 0,001
40 0,182 0,974 0,025 90 0,500 0,999 0,001
45 0,207 0,984 0,015
50 0,233 0,989 0,010
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Figura7.9
Estructura simétrica on carga simétrica

7.3 Simplificacionesdela simetria

Simetria en la geometria
Cuandolaestructuraseasimétrica en su geometria (cual esquieraque sean lascargas que adlen sobreell a) podemos
aprovedhar esta propiedad para simplificar €l cdculo de sus esfuerzos, tensiones, deformadones y movimientos.
Distinguremos tres casos £gunque la caga exterior sea

» cagasimétrica

» carga antisimétrica,

» caga asaquiera.

Curiosamaente, la mas favorable suele ser la segunda; la tercera se puede descomponer siempre en la suma de las
otras dos.

Tabla7.2
Movimientos y esfuerzos
en purtos del ge de simetriadela caga

Cargasimétrica _ _
Cuando tanto la estructura como la carga sean simétricas con
reladén a un cierto ge ss que supondremos vertical

(figura 7.9a), se puede afirmar que los desplazamnientos de e
puntos P y P' situados simétricamente con reladon a ge Movimientos
cumpli rén: u v 0
uP= —uP/ _ i _
(6.6-1a) —_— =0 cualquiera =0
0,=-0,, cualquiera =0 cualquiera
Lamismafigura7.9ail ustraque entrelos esfuerzos se daran las N Q M
siguientes reladones: Esfuerzos
N(P)= NP
(6.6-1b) O(P)=-0(P")
M(P)= M(P")

Cuando P y P' sean un mismo punto S=S situado sobre €l propio ge s-s de simetria, se habran de cumplir
igualmente | as relad ones anteriores; aguéll as que exigen que unvalor seaigual asu opuesto implicaran lanulidad
deestevalor. Por consiguiente, en los puntos del gje de simetria se tendran |os desplazamientos y esfuerzos que se
indican en latabla 7.2.

8 Lassimplificadones de lasimetriason muy interesantes en tu situadénacalémica, enlacual serequiere que resuelvas problemas en menos

tiempo del necesario. Tu autor amigo, sin embargo, te reammienda no aprovedarlas en la vida profesional ya que no te va ainteresar ahorrarle
trabajo a computador a mstade aimentar €l tuyo, y arriesgarte, ademas, a wmeter errores.
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A lavistade estatabla, los puntos S del e de simetria se comportan como s estuvieran coacdgonados por una
deslizaderacomo ladelafigura7.9b, que permite e libre desplazamiento verticd (sin esfuerzo cortante novio que
lo coarte) pero no, €l horizontal ni e giro (impedidos por €l esfuerzo axil y el momento flecor).

Larecda para @ cdculo de estructuras smétricas con carga simétrica es:
— cortar la estructura en dos por €l gje de simetria,
— coloca dedlizaderas obre los purntos del gje de simetria,
— resolver solo media estructuray
— extender movimientosy esfuerzos ala otramedia estructura de aaerdo con las férmulas (6.6-1).

Es posible que al cortar la estructura por la mitad encontremos cargas y elementos resistentes (vigas o cables)
dispuestos sgunel propio gje de simetria, que van a quedar cortados. En tal caso:

— delascagas dispuestas egunel ge de simetria se tomalamitad de su valor;

— delos elementos resistentes dispuestos egunel ge de simetria
* setomalamitad desurigidez xil, EA2,y
+ sedespredasurigidez aflexién, EI= 0.°

Veamos como analizariamos la estructura de lafigura 7.9a de grado de hiperestatismo 7.° Una vez simplificada
como en lafigura7.9c su gradode hiperestatismo es4: +3 coacdones exteriores, +1 por labarra(conrigidezEA/2)
en gque se convirtio laviga CD al perder su rigidezaflexion. Las incégnitas hiperestéticas podrian ser M, Hp, My
y N, (lasreaceones H, Vg ¥ Hg serén las necesarias para mantener el equili brio). Observa que se aplicalamitad
dela cagaP que a¢Uasegunel e de simetria.

Al recomponer la estructura no hay que olvidarse de multiplicar por 2 el esfuerzo axil delaviga CD.

Asimetria en los apoyos

Con freauencia una estructura no parecesimétricay, sin embargo, lo es a los efecos importantes, esfuerzos y
deformadones; sélo fallaen los movimientos. Asi, €l arco delafigura7.10a no es simétrico en desplazamientos u.
No olstante, cuando prescindimos de los apoyos y colocamos en su lugar las reacéones correspondientes, figura
7.10b, la simetria resulta evidente. En esta segunda versién de la estructura podemos cdcular esfuerzos y
deformadones aprovechando lasimplificadon de lasimetria. S6lo alahora de pasar amovimientos u(x) debemos
ocuparnosde donde poner el cerou origen deéstos. Asi, por jemplo, s enlafigura7.10b, aprovechandolasimetria,
resultard una cierta u(x)®™. Para hace que estos desplazamientos se correspondan con |os redes de la estructura
de la figura 7.10a solo hay que tomar la precaucion de crregir con la mnstante de integraddn adecuada:
u(x)= u(X)®m -u(x,)s™. Si la estructurared hubierasidoladelafigura7.10c, nos habriavalido el mismo cdculo
sin mas que rregir u(x) = u(x)S™ -u(xg)s".

Observadory ¥
P - P

Figura7.10
Estructura simétrica en todo menos en movimientos

o Si e giro esnuo alo largo de todo el elemento, también lo serd su curvatura, y por tanto su momento flecor.

10 El recuento puede hacease de la siguiente manera: cortando las vigas CD y EF por alguna de sus secdones y liberando €l movimiento
horizontal del extremo B queda una estructura isistéticacon apéndices. Pararecomponerla a su estado original necesitamos los tres esfuerzos de
de cada una de las secdones cortadas y la reacédn horizontal de B, para anular todo movimiento relativo entre los labios de los cortes y €l
movimiento horizontal de B.
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Figura7.11
Estructuray diagramas del giemplo 7.3.1

Ejemplo 7.3.1: Arco doblemente atirantado

El arco semicircular delafigura 7.11a, cuya rigidez es El= 20.000txm?, estd dodemente atirantadoentre ACy
CB por tirantes derigidez EA= 4.500t. El arco soparta la carga puntual en su claveque se muestra en la figura.
Sepide:

a) Determinar €l esfuerzo axil en lostirantes.
b) Dibujar la leyde momentos fledtores en €l arco.

¢) Calcular los movimientos de la clave C.

a) Se trata de una estructura con dos grados de hiperestatismo: los esfuerzos en los tirantes. La estructura no es
simétrica en movimientos porque € punto A no se puede desplaza horizontalmente mientras que d B, si. Sin
embargo, s en lugar de apoyos aplicamos sus reacgones, 75t hada arriba en cada uno de dlos, se ve que la
estructura es simétricaen esfuerzos. Por esta simetria, 1os esfuerzos en los tirantes deben ser iguales, por 1o que €l
grado de hiperestatismo se reduce al. Calcularemos €l esfuerzo T del modelo reducido de lafigura7.11b. En €,
la clave C permanece inmdvil mientras que € punto B puede moverse verticdmente. Ello indica que para
movimientos verticades debemos hace la crrecddn ve)= \(modo) _y,_ (modelo)

Calculamos los movimientos horizontal y verticd para d cuadrante de circunferencia empaotrado en un extremo y
confuerzesH= 1y V= 1end otro:

B

3
uf™ = [ waRsend poondRap= TR - 84825107 m
0 EI 4EI

@-=1)_ [n2Rsend R3? 3
yED_ [2RSND by p)RIP= K= 54x1073 m
B fo EI ( b)Rdb 2El

@-n_ =2R(1-cosd) 3n-8 R3 3
v = — T/ R(1-cosdh)Rdd = —= 3,847x10"" m
B fo EI ( )R 4 EI

@=1_

u H=1)_

Va 54107 m

(Laigualdad anterior viene de la simetria de las matrices de flexibili dad y ser4 demostrada en €l capitulo 8) Los
movimientos horizontal y verticd de B bagjo las cargas de lafigura 7.11b son:

2
up) (8,432 54 2 405 2,144
= x1073 = x1073+ x1073
v 54 3,847 288,5 1,098
B 75792
2
En el céble d,.= Tx6V2/EA= 1,886Tx10° m. En el arco:

®pc (uB_"Bg: (82,378-0,740T)x10 > m
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Igualando ambos resulta T= 31,37t."*

b) Laley de momentos fledores responde ala eaiadon:

M(d)= [75+T§] R(1—cos¢)—T§Rsen¢= 583,1(1-cosd)-133,1sendp

El méximo es 450 mxt en la dave, € minimo,- 15 mxt en ¢p=12,86° (figura 7.11c).

c) Por la correcddn mencionada antes, v )= -y (Mm®o);

5,4x10'3[ —T@] +3,847><10‘3[ 75+T§)

Lano simetria e movimientos horizontales implicaque u.")= u,M™®*°):

Vo=- =-0,254 m

U= 8,432><10'3[—T§) +5,4x10'3( 75+T§)= 0,338 m

Ensefianzas:
— Hemos resuelto como simétricauna estructura que no lo es en movimientos, pero si, en esfuerzos.

— La estructura ea hiperestéticade grado 2 lasimetrialo redujo a 1.

— Laeasaddnhiperestéticaerade compatibili dad en movimiento segiinunadirecadn obli cua; éste se cdculd
apartir de los movimientos segundos direcdones perpendiculares.

— Paracdcular los movimientos, (i) hemos supuesto al observador inmdvil en uncierto punto C; (ii) hemos
cdculado, respedo de aquél, los movimientos de puntos que los tenian conocidos y (iii ) hemos aplicado
las correcdones opartunas a los relativos para obtener |os absol utos.

Carga antisimétrica

Cuando la estructura sea simétrica y la carga exterior, antisimétrica con reladén a un mismo €je s-s, que
supondremosvertical (figura7.12a), sepuede dirmar que

los desplazanientos de puntos P y P' situados Tabla7.3

PP 2 : t A, Movimientosy esfuerzos
simétricamente mn reladon al gje aumpliran: en purtos del eje de anfisimetria de la caga

Up= Ups Movimientos
(6.6-2a) Vp="Vp, u v 5
9P= GP/
cualquiera =0 cualquiera
Lamismafigura 7.12a il ustra que entre los esfuerzos se ]
darén las gguientes reladones: =0 cualquiera =0
N M
NP)=-NP") <
(6.6-2b) o(P)= 0P Esfuerzos
M(P)=-M(P")

Cuando P y P' sean un mismo punto S=S situado sobre el propio ge s-s de simetria, se habradn de cumplir
igualmente | as reladones anteriores; aquéll as que exigen que unvalor seaigual asu opuesto implicaran lanulidad
deestevalor. Por consiguiente, enlos purtos del gje de simetria se tendrén los desplazamientosy esfuerzos que se
indican en latabla 7.3. A lavista de esta tabla, los puntos Sdel € e de simetria se comportan como si estuvieran
coacdonados por un apoyo deslizante como el de lafigura 7.12b, que permite el libre desplazamiento horizontal
y €l giro (sin esfuerzos novios axil y fledor que lo coarten) pero impide & movimiento paralelo a gje.

£ letor ilustrado reconocera que G®9= 82,378<107° m, J,. Y= 0,740¢<10° m, L/k= 1,886x10° m. La ewaddn qie escribiriamos
autométicamente seria [ G+ UK x T= 6,9, que da el resultado con € signo cambiado porque en ésta hemos supuesto implicitamente que
T comprime d cable.
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Figura7.12
Estructura simétrica on carga antisimétrica

Larecda para d cdculo de estructuras Smétricas con carga artisimétrica consiste en:

— cortar la estructura en dos por el g/e de simetriay quedarte @n lamitad,

— coloca sobrelos puntos del € e de simetria gpoyos que deslizan perpendicularmente a ¢,

— resolver solo media estructuray

— extender movimientosy esfuerzos a la otra media estructura de awerdo con las formulas (6.6-2).
Esposible que a cortar laestructura por lamitad encontremos cargas normales y momentos aplicados sobre el gje
de simetria, y elementos resistentes (vigas o cables) dispuestos sgunel propio g e de simetria, que van a quedar

cortados. En tal caso:

— delascagasaplicadassobred gjedesimetriay normalesaél, y de los momentos apli cados sobre €l propio
ge, setomaralamitad de susvalores;

— delos elementos resistentes dispuestos £glinel ge de smetria
» setomalamitad desurigidez aflexion, EI/2, y
* sedespredasurigidez a ail, EA= 0.

Para anali zar la estructura de la figura 7.12a, la simplificamos como se muestra en la figura 7.12c. Su grado de
hiperestatismo se reducede 7 a 3. Lasincdgnitas hiperestéticas podrian ser V,, N©® y M. Observa que se aplica
lamitad de lacarganormal alavigaCD y lamitad del momento exterior que adlia en C, y que se tomala mitad
delarigidez aflexion de laviga CD.

Ejemplo 7.3.2: Marco con arco

El marco delafigura 7.13a esta compuesto pa un arco semicircular y vigas redas, piezas de secaon constante
El= 2,5x10° txm? todas ell as. La Urica carga exerior esel momento aplicadoen € purto D que se muestraen la
figura. Se pide:

a) Dibujar lasleyes de esfuerzos.

b) Determinar los movimientos del purto D. (Examen febrero 95)

a) Setratade una estructura simétricacon carga antissimétrica se le apli can las simplificadones correspondientes,
como se muestraen lafigura 7.13b. Consideramos como incognita hiperestaticalareacgon verticd en el apoyo C,

la aual cdcularemos con la mndicion ve= 0.

Debidoala caga exterior:

v =-25x05= 25x

@ = 0,9375x107% m
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a) b

45 mxt 22,5 mxt

N

d) e

>[<

22,5 mXxt

ﬂ}}\ 1,77 \@N 0,97t 0,071t

Figura7.13
Estructuray diagramas del ejemplo 7.3.2

DebidoaV = 1, setienelaley de momentos fledtores de lafigura7.13c. De dla

- - ¢==
e 905, 23 550054 [1T223990 o5 o 25dt -
EI o-0  EI

3
-3 (%+1+%)= 13242310 m

Por consiguiente, V.= -0,0708t. Las leyes de esfuerzos % dan en lasfiguras 7.13d-f.
b) El punto D no tiene mas movimiento que d giro:

22525y w2525 _ ,072x107 rad
3ET 6ET

0,=

Ensefianzas:
— Hemos smplificado &l andlisis de una estructura simétrica ®n carga antisimétrica Observamos que:
» el momento exterior aplicado en el g e de simetria es una caga antisimétrica
e por estar aplicado en &l e tomamos la mitad;
» €l grado ce hiperestatismo seredujo de3 al.

Los movimientos del punto C los hemos cdculado a partir del apoyo mas proximo, € B
» teniendoen cuenta d giro &, en dicho apoyo,
e Que se cdculaba mmo en uraviga biapoyada.
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Descomposicion ce una caga alalquiera en suma de simétricay antisimétrica

Cargacualquiera

Observaste en los ggemplos de lasfiguras 7.9 y 7.12 que su grado de hiperestatismo de 7 se reduciaa 4 paracarga
simétrica, y agrado 3 mra caga aitismétrica Este es un resultado general: una estructura simétrica @n carga
simétricareducesu grado de hiperestatismo aalgo masdelamitad paracargasimétrica y aalgo menos de lamitad,
para caga antisimétrica, resultando siempre que la suma de estos gradosiguala d original: N,,= N,&™+N, @™,

Ademés, cualquier carga se puede descomponer en suma de dos, una simétrica y otra, antisimétrica® En la
figura7.14 se muestra un gjemplo de descomposicion. Mediante este procedimiento se puede smplificar el cdculo
de cualquier estructura geométricamente simétrica.

Esta simplificadon es muy efediva para cdculo manual. En la estructura de nuestro €jemplo conseguimos pasar
deunsistemade 7 eauadonesados; uno de 4y otro de 3. El ahorro es mayor del que se estimaaprimeravista: para
formar € sistema de 7 eauadones necesitas cdcular previamente 35 movimientos de la estructura isostatica
asociada; para d de 4, 14, y para d de 3, 9. El ahorro es tanto mayor cuanto mas hiperestética es la estructura
original. No obstante, en esta eradel computador haras bien en olvidarte de esta simplificad6n tan pronto apruebes
esta asignaturay sus clonicas.

Ejemplo 7.3.3: Marco vdante
El marco delafigura 7.15a esta formado pa vigas de rigidez El= 10° txm?. Se pide:

a) Dibuyjar las leyes de momentos fledoresy esfuerzos axil es.
b) Determinar el movimiento de A respedo de B seglinla drecadon AB.

a) Observa que la estructura esta en equili brio. El que caezcade goyos no debe desorientarte: en cualquier
estructura, en cuanto hayas cdculado las reacéones, puedes borrar los apoyos. Internamente la estructura e
hiperestética de grado 3. Descomponemos sus cargas en componentes simétrica y antissmétrica la primera
componente (figura 7.15b) no da mas que esfuerzos axil es (dibujados sobre la propia figura 7.15b). La segurda
componente es dodemente antisimétrica (figura 7.15c) respedo a € es horizontal y verticd. Merced aestadole
antisimetria, € grado de hiperestatismo efedivo o de cédculo se reduce a cero, por lo que la ley de momentos
fledores s dibuja diredamente (figura 7.15d).

b) Para cdcular e movimiento relativo entre A y B seglin la propia direccdén AB, consideramos las leyes de
momentos fledores entre anbaos puntos:

115
M = 3><lsen +——3x5seny +
— [ PME)=E) = - Yoy 3xSseny
lE2 4—— cosy - lE2><12cosy— 83,205 0,832x107% m
2 EI 3 2El 3

en donde = 33,69 esel anguo deladiagonal con el lado mayor (utili zedo para medir las distancias z(&,) de los
c.d.g. de los triangu os de momentos fledores a dicha diagonal).

12 Igual que en cdculo podias descomponer una funcion f(x)= s(x)+a(x) en suma de una simétrica s(x)= s(—-X) més otra antisimétrica
a(x)=-a(-x): f(x) = [f{)+f(-x)]/2 + [f(x) —F(-x)]/2.
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Figura7.15
Estructuray diagramas del giemplo 7.3.3

Ensefianzas:
— Hemos resuelto una estructura volante, en equilibrio sin apoyos externos. Esto no es ningunmil agro:
reemplazando los apoyos por sus reacgones corredamente cdculadas, todas las estructuras on asi.

— Descomponiendo en casos de carga Simétrico y antisimétrico, hemos reducido acero €l grado efedivo de
hiperestatismo de una estructura de grado 3

—  Observamos que, despredando ladeformadon por esfuerzo axil, las cargas apli cadas en nudos producen
solo esfuerzos axil es.

—  No pudiendocd cular movimientos absolutos, hemos cdculado |os movimientos relativos entre dos puntos
de la estructura considerando el efedo de laley de momentos flectores hre las vigas que los unen.
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Resumen:
— Las smplificadones contempladas en este goartado serefieren tan solo a estructuras con simetria
geométrica.

— Silacagaexterior essimétrica, se puede reducir su hiperestatismo apoco mas de la mitad de lasiguiente
manera:
e Se mnsiderala mitad de la geometria mn desli zaderas en los puntos stuados bre d eje de
simetria,
» se onsideran las mismasrigideces EAy El de la estructura original, excepto que,
o deloselementosresistentes dispuestos sobre € g e de simetria se tomala mitad
delarigidez «il, EA/2, y rigideznula aflexion, El= 0.
* Se glican las cargas exteriores en su totalidad, excepto que
» delascargas que atlan segunel gje de simetria se tomala mitad de su valor.
» Unavezresueltala estructura, se extienden los resultados a la otra mitad, simétricamente.

— Paralahipétesis de carga simétricaes suficiente que la estructura seasimétricadespués de reemplaza los
apoyos por las reac¢ones que proparcionan (simétrica en esfuerzos y deformaciones, aunque no, en
movimientos).

—  Silacagaexterior esantisimétrica, se puedereducir su hiperestatismo a menaos de la mitad, de la siguiente
manera:
e Seconsideralamitad de la geometria, y se alocan apoyos deslizantes en los puntos stuados
sobre d ge de simetria,
» se mnsideran las mismasrigideces EAy El de la estructura original, excepto que,
o delos elementosresistentesdispuestos sobre d g e de simetria se tomala mitad
delarigidez aflexion, El/2, y rigidez il nua, EA= 0.
* Se glican las cargas exteriores en su totalidad, excepto que:
» de (i) los momentos aplicados sobre €l eje de simetria, y (i) delas cargas normales al
gje de simetria setomalamitad de su valor original.
e Unavezresueltala estructura, se extienden los resultados ala otra mitad, antisimétricamente.

— Sila cagano es smétricani antisimétricase puede descomponer en suma de tales,
e locual reduce ¢ nimero de movimientos a cdcular paralos sstemas de eaiadones.

7.4 Problemasde porticosy arcos

Problema 7.4.1: Marco simétrico
El marco dela figura 7.16a es de secddn constante de rigidez El= 1x10° txm? y estd sometido a la carga purtual
de 50t aplicadaen el purto M que se muestra en la figura. Se pide:

a) Dibujar lasleyes de esfuerzos de todas las vigas que mmporen e marco.
b) Obtener el desplazamiento vertical del purto M. (Examen febrero 95)

a) La estructura es simétricaen esfuerzos porque los apoyos A y A’, aungue distintos, transmiten igual reacéon
verticd y ningurahorizontal (ver figura7.10). Estasimetriagarantizaque los nudos son intrasladonal es; podemos
aplicar el métodode vigacontinua. Al descomponer en vigas simples (figura 7.16b) tomamos ventgjade lasimetria
especificando el mismo valor del momento fledor incognita en nudos Stuados smétricamente. Asi, aunque la
estructura es hiperestéticade grado 3 (por lavigaA-A' en exceso), lasimetriareducesu grado a2. Tomamos como
incégnitas los momentos M, y M, de lafigura 7.16b y escribimos las igualdades de giros:

e(d)E_50x15x15x45_M130: M115+M215E g0
4 6x30E  2EI 3El 6El * | M;=-142,86 mxt
o M5 M5 30 M,= 17,86 mxt

B B

6E 3El  2EI
Las leyes de esfuerzos flecores, cortantes y axil es se dibujan en las figuras 7.16c-e. (Si €l apoyo A’ hubiera sido
fijo, el axil delavigaA-A’ habriasidonuloy ese esfuerzo, absorbido por 10s apoyos como reaccones horizontales.)

b) Laflechadel punto M es debida ala caga puntual y a momento fledor uniforme:
_ -50%30° N 142,86x30? _

y ~12,053x107% m
48ET 8EI
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Figura7.16
Estructuray diagramas del problema 7.4.1
Ensefianzas:

— Lasimetria (de geometriay cargas) del portico nos ha permitido:
e andlizarlo como intrasladonal (método ce viga mntinua) y
» reducir e ndmero de hiperestaticas de 3 a 2.

— No hemos anali zad o sdlo media estructura porque perderiamos la ventaja del métodode la viga continua.
Problema 7.4.2: Marco con carga general
El marco delafigura 7.17aestd formadopor cuatro vigas de secadn constante, redanguar de 0,30 mde ancho
por 0,60 mde canto. El mdduo de dasticidad ce su material es E= 200.000kp/cn?. Solre el marco actianlas
cargas purtua y uniforme que se muestran en la propia figura. Se pide:
a) Obtener los esfuerzos axil es en todas las vigas del marco.
b) Determinar los movimientos horizontal y giro del purto M.
a) Como huen marco, es una estructura hiperestaticade grado 3. (S prescindiéramos de laviga AB, que conduce
tres esfuerzos, la estructura seria isostética) Como la estructura es geométricamente simétrica (excepto en sus
movimientos horizontales), la resolveremos descomponiendo su carga en simétrica (figura 7.17b), con grado de
hiperestatismo 2, y antisimétrica (figura 7.17c) con grado de hiperestatismo 1: total 3 como en el caso ariginal.

Resolveremos €l caso simétrico, intrasadonal, por €l método ¢k viga mntinua (figura 7.17d):

@_ 0,5x83_M18_ M14+]\124=
=

= = e(i)

24E1 2EI 3EI 6EI * M,=-2317 mxt
o. M4 M4 MB 20x6x14 2x6x2x10_ @ | My= 2,540 mxt
€ 6EI 3EI 2EI 6x8EI  6x8EI  °©

Con estos resultados y observando que | os esfuerzos axil es en €l extremo de unaviga son los cortantesen los de la
viga alyacente, setiene, parala componente simétrica(figura 7.17d):
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Estructuray diagramas del problema 7.4.2

M,-M,
o= 080= L 2o 1214 1
AC
- CD)_
NAC_ NBD c -2t

N =-09= 1214 ¢

El caso artismétrico se resuelve mn lasimplificadon delafigura7.17e. Tomamos como incégnita hiperestética
lareacdon V,, . El movimiento v,, tiene tres componentes: la de la carga uniforme (figura 7.17), lade la carga

puntual (figu%?.l?g) y ladeV,,= 1 (figura7.17h), con los sguientes valores
_0,5x4° 5333 vad

(«1) e(q) 5 4=
24EI EI
O B4y A g LA, 15| 98667,
3EI EI 2 EI 3 EI
=D 4x4 4 1 4,2, 106,667
VM = +—4X rad
3EI EI 2EI 3 EI

Para que v,,= 0 debera ser V,,= -0,875t.
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Losaxilesen este caso antisimétrico son N,g= 0, Nep= 0, Nye= 2-V,,= 1,125 Nyp= -1,125 Paralacargatotal, los
esfuerzos axil es resultantes erén: Ng=-1,214, Np=+ 1,214, N,.= -0,875 Ngpy= -3,125

b) Si nos hubieran pedido el movimiento v,, lo tendriamos que obtener del caso simétrico: de laviga CD de la
figura7.17d. Los movimientos horizontal u,, y giro 6, en cambio, se producen silo en el caso antisimétrico:

+—4+——2+V +—4+——4

y g =-0,154x10"3 rad
24EI 3EI EI 2EI 3El EI 2EI

__ 054 4x4 4, 14 [4x4 4 14 ]=_1,667

3
. m4_ﬁ4_14x2_n[ od, 4

“, DA pr L pa)=-1383 4123410 m
24EI  3EI 3B E EI

Ensefianzas:
—  Hemosresuelto unmarco simétrico con carga cual quiera empleando la simplificadon de descomponer ésta
en sus componentes smétricay antisimétrica

— Nonos haimportado que los apoyos no fueran exadamente simétricos (el de laizquierdaerafijoy € de
laderedha, dedlizante): al no haber reacgéones horizontales, los dos podrian haber sido desli zantes.

—  Enel casosimétrico hemospreferidoutili zar el métododevigacontinua, sin reducir la estructuraala mitad
pero aprovechando la simetria de |os momentos de nudo.

— En el caso antisimétrico hemos analizado solo media estructura, con apoyos desli zantes en |os puntos de
corte.

— Como siempre, el caso antisimétrico tenia menos incognitas hiperestéticas que el simétrico, y la sumade
ambos eraigual a grado de hiperestatismo ariginal.

—  Ciertosesfuerzosy movimientos se manifestaron solo en el caso simétrico y otros, solo en el antisimétrico:
conviene estudiar qué nos piden porque en ocasiones nos podremos ahorrar € andlisis de dguncaso.

— Hemoscdculadolos movimientos de un punto apartir de su apoyo mas proximo, obteniendo antes €l giro
€en ese goyo.

Problema 7.4.3: Marco «Wankel»
La estructura delafigura 7.18a esta formada pa tres arcos de circunferencia cuyos centros onlos vértices del
trianguo equil atero ABC. Lostresarcos estanunidosentre sf por rétulas. Surigidez es El= 20.000txnv. Se pide:

a) Dibujar y acotar la ley de momentos flecores.
b) Calcular el movimiento relativo de B respedo de A en la propia drecdon AB.
a) Se trata de una estructura isostética Esto se pone claramente de manifiesto al aplicar la simplificadon de la

simetriarespedo del geverticd CD (figura7.18b). Lafuerzahorizontal en C ha de ser tal que, junto con lacarga
purtual en ese punto, den momento nulo en B:

5x4
H.= H= = 2,887 ¢
8,32

Por equili brio horizontal: Hy= -H=-2,887t. Anulando el momento fledtor en C: M= Hx8= 23,094 mxt.

Sobre d arco BC laley de momentos fledores es:
V3
M(w)= 2,887 8= -8senc -5(8cosw-4)= 40(1-cosw)-23,094senw

El méximo de esta expresion se tiene para w= 30° y es M= -6,188 mxt. Con los val ores encontrados se dibujala
ley de momentos fledores de lafigura 7.18c.

b) Sobre d arco DB la expresion de laley de momentos fledores es:

M($)= 2,887x8cosdp-5x8send
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\L]Ot

Figura7.18
Estructuray diagramas del problema 7.4.3

Los puntos Ay B se separan:
8 5= 2 f DB%(;))D(d))Rdd) = Ell fo */5(23,094c0sh - 40send )8 cosp ~4,/3)8 dp =

= 160184 75| ™ 1 Leen™ | +80| cos®-1|-160sen-277,13| cos® 1| |-
EI 16 4 3 3 6 6

= 4,39x107 m

87,926
T

Ensefianzas:
— Setratabade unaestructuraisostatica lasimplificagon de la simetriano nos ha ehorrado ningtncdculo.

—  El hechodequelaestructurano estuvieraapoyada no haintroducido ningura dificultad; podriamos haberla
considerado empatrada en D.

— Al no tener apoyos respedo de los cuales medir desplazamientos absolutos, s6lo hemos poddo okiener
desplazamientos relativos.

Problema 7.4.4: Aro multismétrico
El anillo delafigura 7.19aesdediredrizcircular y su secaon, cuadradade 8 cm de lado. EI material tiene un
moduo de dasticidad de 2x10° kp/cn?. Se pide:

a) Dibujar y acotar la ley de momentos fledores en el anill o.
b) Determinar el movimiento radial del purto A respedo del centro.

Conviene intuir como va aser la deformada de la estructura. En la propia figura 7.19a hemos dibujado de puntos
la deformada que esperamos. De ella anticipamos momentos fledores negativos en € entorno de las cargas, y
pasitivos, en las partes intermedias.

Laestructura no tiene apoyos pero ya esta en equili brio. Podriamos suponer que en los puntos C y D hay apoyos
deslizantesenladirecdadntangencial, envezde cargas; lasreac¢onesen estosapoyos serian pred samentelascargas
dadas.

a) El anill o es hiperestatico de grado 3; sin embargo, sus milti ples simetrias permiti ran reducirlo. Anali zaremos 1/6
deanill o con condicionesde simetriaen susextremos, como muestralafigura7.19b. Tenemoscuatro incognitas(N,,
M,, N5, M) y tres eauadones de equiili brio; el grado efedivo de hiperestatismo es 1.

N,= 5¢0s30°+N sen30° N,= 5774 ¢
0= 5sen30°-N,cos30° N,= 2,887 ¢
M,= MB+5><2sen60°—N32(1—cos60") M,= M, +5,774 mxt
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Figura7.19
Estructuray diagramas del problema7.4.4

Nuestra incognita hiperestéticasera M,. Su easadon expresara que A no girarespedo de B. La ley de momentos
fledoreses:

M(¢)= M,-N,R(1-cosp)= M,-11,547(1-cos@)
El giro de B relativoaAes:

R a3
0= — M(@)dp= 0
5 E]fo ()dep

(a)
M 11547l BB 0 o M= 200 xm
43 7 3 2 47

Entrando con este valor en laley de momentos flectores anterior obtenemos i expresion final:
M(p)=-9,547+11,547cosep
Estaley se dibuja en lafigura7.19c.

b) No tenemos ninguin punto fijo desde &l cual medir el movimiento radial de A; empleaemos un truco de
astrénamo: ponemos a observador fijo en A (Io consideramos empotrado) y caculamos el movimiento de B en su
direcdon tangencial u,(B)(figura 7.19d). Este movimiento deberia salir nulo pa imposicion de la simetria; s no
resulta nulo es porque A no esta redmente quieto sino que se mueve en direcaon radial. Haremos la corredén v,
necesaria para que u,(B) acae siendo nulo. Calculemos el movimiento aparente;

R? fx R? x
u(B)= I f . /3M((p)[1 ~cos(n/3- (p)]d(p =- I f . /3M((p)cos(11:/3 -)de

(Suprimimos laintegral de M(¢) porque esnula, seglinla ewiaddn hiperestética(a) anterior.) Continuamos:
u(B)= Eil f *3(9,547-11,547cos@)(cosp +/3seng)dep =

ﬁ +4/3 l £+£ +1/3 2
2 2 6 8 8
Dedamos que B Unicamente se puede mover en direcaon radial y que este valor tangencial es lo aparente (para
el observador situado en A) y es debido a que A no esté redmente fijo. Corregiremos, por tanto, € valor de u(B)
encontrado (que resultd ser hada arriba, hasta situarse en B') moviendo A (y toda la estructura rigidamente con €l)

hada @ajo v, hasta volver adejar B sobre su radio, en B" (figura 7.19d). Por consiguiente:
[ /
v,= B'B''= _BB"_
cos30°

Este es el movimiento verticd de A pedido, que resulta ser hada abajo, acecéndose a centro, como habiamos
anticipado en ladeformada del anill o.

-11,547 = 14,35x1073 m

2l su _ 0,9798 _
El

= 16,57x1073 m

Si nos hubieran pedido el movimiento radial de B, lo cdculariamos como el obtenido empotrando en A mas la
correcaon BB" inducida por v,.
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Ensefianzas: }
— Hemos resuelto una estructura gprovechando sus multi ples simetrias. Estas redujeron su grado de
hiperestatismo de 3 a 1.

— Ladificultad mayor fue la de no conocer ningunpunto fijo desde @ cual medir desplazanientos. Para
resolverla procedimos como sigue:
e colocamos €l observador sobre —elegimos como fijo— el punto que tenia mas movimientos
coartados: solo teniauno libre;
e desde é cdculamos el desplazamiento de un punto que lo tenia conocido: nos slié un valor
distinto del esperado;
» corregimos €l valor obtenido hasta hacelo coincidir con el esperado dando un movimiento de
solidorigidoatodalaestructuraenladirecadn que erapermisible parael punto consideradofijo.

Problema 7.4.5: Multipértico

Laestructuradelafigura 7.20aesta formadapor unpilar y dosarcoscircularesdedesarr oll 0 “2decircunferencia.
Losarcosestanarticuladosen A yen C, y entre si y al pilar, en B. Larigidez de los arcos es El= 10.000txm?y la
del pilar, El=50.000txm?. El coeficiente de dil ataciondetodoslosmiembrosdela estructuraes=10°°C™*. Para
la hipétesisde argaenla que d arco AB y d pilar BD sufren uncalentamiento uriforme de 30°C, se pide:

a) Calcular las reaccones en los apoyos.

b) Calcular los movimientos horizontal y vetical del purto M.

a) Laestructuraes hiperestéticade grado 2; +1 por lareacedn horizontal en C; +3 por lasreactonesen D, y - 2 por
las dosrétulas funddas en unaen B (articulando el primer arco a segurdo, y €l pilar a dlos). Es muy importante
observar lo siguiente: si quitéaramos €l pilar BD, la estructura de acos articulados eriaisostaticapero critica (ver
figura 2.5): el punto B se podriamover cantidades pequefias v; sin esfuerzos en los arcos, con solo giros 0,= vi/AB,
6= -v,/BC. Esta propiedad haceque la dil atadén del pil ar no produzcaesfuerzos en los arcos, solo movimientos.

Paraopanerseal libre desplazaniento horizontal ug®9= 30x 1012x 10 ° mquetendriael punto B como pertenedente
al arco AB, el arco BC proparcionaraunafuerzahorizontal H, y laménsula, unaH, (figua?.ZOb?. EstasH,, H, seran
las incognitas hiperestéticas. Las eauadones de compatibili dad serén u,@«A9= @@=y Cla) (total dos):
H,6

2

4243x1073-(H, + H. LG = VAL
@7{1 2>XB 1”7 4B 3EIP

M

\ V4 # )
\\ 7 (l) D ‘\é— \
S
A H+H, H S
K owEg Ty s
> B
H, b)
7 g
Figura7.20

Estructuray diagramas del problema 7.4.5
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siendo u,"*"? el dohble del movimiento horizontal en el semiarco de lafigura 7.20c:

%ulgH=1): f”/“xw(cosd)_ﬁ/z)10(cos¢—\/§/2)10d¢=

0 EI,
1000 f x4 1+cos2 1
T B, [ 2 ¢_‘/§°°S¢+5] =
= 12—20(%+%sen£— 25en%]= 35,398 _ 3,540x1073 m
Las eauadones hiperestaticas quedan:
H, = 0,0866 ¢

4,243—7,08(HI+H2)= 7,08H,= 1,44xH, - H= 0426 1

Por consiguiente H,= H,+H,= 0,513t, H.=-H,= -0,0866t, H,= -H,= -0,426t, M= H,x6= 2,556 mxt. No hay
reacgones verticaes.

b) Debido a la dilatadon del pilar se produce ve= 1,8<10% m, € cua movimiento exige
.= Vg/10v2= 0,127« 10" rad, € cual giro asu vezproducev,,= 0,9x10°m, u,,= -0,37310°m.

Debido a la dilataciéon del arco tendremos u,= 5v2x30x10°= 2,221x10° m,
V= 10(1-v2/2)x30x 10 %= 0,879« 10, més |os movimientos que corresponden a una fuerzahorizontal en el arco
de -0,513t:-0,513x(,""Y=-1,816x10"3. Para d cdculo de v,, necesitamos &l v,"=Y:

y D fn/41><10(°°5¢_\/§/2) 10( ‘/E—send)) 10dp =

o El 2
_ 1000 ﬁseni_i_l+£ l—cosl = %: 6’44><10*3 m
EL\2 4 8 4 2 4 EI,

En el arco completo H,= 1 hariabgjar v,,= -6,44x107* m. Lareacdon de - 0,513l0 hara subir v,,= 3,304x103 m.

L os movimientos totales seran:
u,=-0,373+ 2,221-1,816= 0,032mm
v,= 0,9+0,879+3,304= 5,083mm

Ensefianzas:

— Ladificultad principal del problema mnsistia en observar que d cdentamiento del pilar no produce
esfuerzos: solo movimientos de sdlidorigido en losdos arcos. Si € punto B hubiera estado pa encima o
por debajo de la horizontal que pasa por A, €l cdentamiento del pilar si habria producido esfuerzos de
tracaén o compresion (respedivamente) en los arcos.

— El dilatad6n de un arco era macdonada por €l otro arco 'y por laménsula (2 hiperestéticas)

— Losmovimientos del punto M se cdcularon como suma de:
» losde solidorigido causados por el caentamiento del pilar,
* losdehomoteda por dilatadon libre del arco,
e losdelahiperestéticaque macdona estos Ultimos.



8 Reciprocidad y lineas de influencia

8.0 Importancia, objetivos y contenido

El ingeniero estructural se pregunta a menudo cuales seran los maximos esfuerzos, reacciones o0 movimientos que
van a sufrir las secciones clave de su estructura. Para responder a estas preguntas necesita obtener las lineas de influencia
correspondientes.

Muchas veces, mas que la ecuacion de la linea de influencia, lo que necesitamos es su aspecto. El teorema de la
reciprocidad nos permite dibujar a estima las lineas de influencia con toda facilidad. El teorema de la reciprocidad
tiene, ademas, otras aplicaciones, secundarias pero importantes en el analisis estructural; su ambito no se reduce a
la Resistencia de Materiales.

Objetivos | Contenido

Generales:
— Saber obtener y usar lineas de influencia.

— Conocer el significado y los usos del teorema de la Reciprocidad.

Especificos:
— Conocer el teorema de la Reciprocidad: . ........... ... ... ... ......... §8.1
e enunciado,
* implicaciones,
e aplicaciones

— Aprender a deducir ciertos movimientos de una estructura a partir de otros. .. ... §8.2

— Aprender a resolver problemas mediante la técnica de subestructuras. ......... §8.3

— Adquirir los conceptos fundamentales de lineas de influencia: ................ §8.4
* quéson,

» qué no son,
* para qué sirven,
e qué tipos consideramos en este estudio,
* como se obtienen.

— Aprender a obtener lineas de influencia por el método directo. ............... §8.5

— Aprender a obtener y dibujar lineas de influencia por el método indirecto: ... ... §8.6
¢ de movimientos,
* de reacciones, y de
» esfuerzos.

— Aprender el doble uso de las lineas de influencia: ......................... §8.7
+ fundamental: encontrar las posiciones mas dafiinas de las cargas exteriores,
e secundario: evaluar el dafno producido.

Adicional:
— Adquirir soltura en la obtencioén y el empleo de las lineas de influencia. ........ §8.8




8.2 Reciprocidad y lineas de influencia

8.1 Reciprocidad y celestinas

Enunciado
El llamado teorema de la reciprocidad es una historia de amor —y de celestinas—. En su forma mas legible dice:

=g (P
(8.1-1) Pa? = gal

Se trata de productos escalares de vectores. Empleamos la siguiente notacion:

— Py Qsondos cargas (fuerzas o momentos) que actiian sobre sendos puntos (que pueden coincidir) de una
misma estructura

—  u,? es el movimiento del punto sobre el que actia P (con la direccion y el sentido de la propia P) causado
por la carga QO

— uq(P ) es el movimiento del punto sobre el que actia O (con la direccidn y el sentido de la propia Q) causado
por la carga P.

Es decir: si P es una carga vertical actuando sobre el punto 4, u, ©@ debe ser el movimiento vertlcal v, produ01d0 por
la carga Q (cualquiera que ésta sea). Reciprocamente: si O esun momento u, ® debe ser el giro de su "asiento" producido
por P.

Un enunciado rosay verde del teorema de la reciprocidad es el siguiente: la carga P hace con su novio, el desplazamiento
que le proporciona Q, el mismo trabajo fisico que la carga Q hace con su novio, el desplazamiento que le proporciona P.

Utilidad
En el apartado 4.3 tienes la formula c de la tabla 4.2 del giro en P
el apoyo de una viga sometida a una carga puntual. La Reciprocidad l
te va a permitir usar la misma formula para obtener algo tan distinto A B
—y tan importante— como es la elastica de una viga biapoyada ' * - '
sometida a un momento en un extremo. En efecto: aplicando la M é%
formula anterior entre los estados de carga a y b de la (misma) a)
viga de la figuras 8.1a y b:
P a=x P b=L-x P
Pyv(x) = M,0, i i ’
M,
(8.1-2a) AR x(L-x)(2L-x) (7 - — , ,
6LEI I~ w— o
g b) g
De igual manera se obtiene la elastica para el caso del momento
sobre el apoyo B: )
Figura 8.1
Aplicacion de la reciprocidad
(8 1-2 b) v(x)(Mfl): w para matar dos pajaros de un tiro

6LEI

Estas dos formulas las vas a emplear mucho en problemas de lineas
de influencia.

Demostracion

El teorema de la reciprocidad o de Betti se demuestra haciendo uso
del principio de linealidad: el trabajo realizado aplicando primero
una carga Py acontinuacion una segunda Q es el mismo que actuando
en orden inverso.

Con la notacién del enunciado, el trabajo realizado al aplicar P
(figura 8.2) sera %2P.u,"” '. Sia continuacion se aplica O, esta segunda
cargarealizara el trabajo /20.u,, y la Pque ya estaba, el nuevo trabajo

Figura 8.2
Demostracion del principio de reciprocidad

! Elfactor de ¥ aparece como consecuencia de que P aumenta progresivamente desde cero a su valor final P, y el desplazamiento correspondiente,
a la vez (figura 8.3). El trabajo es el area bajo la recta P(u).
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S p y

P.u,? *. Este ultimo término es debido a que, por efecto de aplicacion de
0, ¢l asiento de P se desplaza la cantidad u, @ Total:

1, ®»,. 1, © ©
—P.u, +5Q.uq +P.u, .

2

Silas cargas se aplican en orden inverso tendremos: por efecto de 0, 720.u,

por efecto de P posterior, /2P.u,”+Q.u,”. El segundo sumando de nuevo !

tiene en cuenta que el punto de aplicacion de QO se desplaza u,"” por causa .

de P. Total: L'{ u
1 1 “final
_Q-u;Q)+ _P~uIEP)+ Q-uq(P) Figura 8.3
2 2 Por qué aparece el factor /2 en el trabajo P.u

Trabajo

Igualando ambos trabajos se obtiene la expresion (8.1-1).

Corolario: las matrices de flexibilidad son simétricas

Es una propiedad de la cual ya hemos hecho uso extensivo; vamos a comprobar su veracidad. Sean u,, v,, 6, tres
posibles movimientos de una estructura: horizontal de un cierto punto /, vertical de otro punto designado por 2y
girodel llamado 3. (Enrealidad estas direcciones llamadas "horizontal" y "vertical" pueden ser cualquiera.) Podemos
escribir la relacion:

1] [Cu Sz Cis|fq
Va(=Cn € CxufVa
3] |31 €3 Ca3|M;

entre los movimientos anteriores y sus cargas "novias" H,, V,, M;. Haciendo, por ejemplo, H,= 0, V,= 1, M;= 0, se
tiene u,;= c,,, v,= 5, 0;= c;,. Esto muestra el significado fisico de los coeficientes de influencia de la matriz de
flexibilidad: ¢, es el desplazamlento u; causado por la actuacion en solitario de la carga unitaria ;= / (novia del
desplazamlento u):

F=1)
(8.1-3) ¢~ U !

Como por el teorema de la rempromdad resulta que el desplazamiento u; debido a F;= I es igual al desplazamiento
u; debido a ;= 1, se tiene que ¢, =

Aplicaciones

Veremos que el teorema de la reciprocidad nos va a permitir dibujar lineas de influencia a estima con gran facilidad
—lo cual es lo primero que debe hacer un alumno al enfrentarse a un problema relacionado con ellas—. Esta es su
aplicacion mas importante. Ademas, permite la resolucién de algunos problemas especiales que aqui llamaremos
de detective y de subestructuras.

Resumen:
— El teorema de la reciprocidad:
*  establece Pxu,?= Qxu,”;
*  nos permite obtener dos movimientos por el precio de uno: u,™"=u
> ynos asegura la simetria de las matrices de flexibilidad (y rlgldez)

(P 1)

— El teorema de la reciprocidad tiene importantes aplicaciones en:
» dibujo a estima de lineas de influencia,
» resolucion de problemas de los tipos:
»  de detective,
» de subestructuras y
> de obtencion de las ecuaciones de las 1.i.'s.

2 . . . .
Ahora, contrariamente, P mantiene su valor final mientras se produce el nuevo desplazamiento up’Q)
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q=14 t/m iﬂ\l—

-56,36
— 5 NG/
37,8 tx
S 2 ;
~ b) é 0
v 6m p 1352 2.324,2,324
7 71 7 7 7 71
Figura 8.4

Estructura y resultados del problema 8.1

8.2 Problemas de detective

Qué son
Son problemas en los que aparentemente nos dan datos innecesarios mientras nos ocultan otros imprescindibles; éstos
se obtienen a partir de los primeros aplicando el principio de reciprocidad.

Problema 8.1: Pértico de canto variable
En la viga de canto variable AB de la figura 8.4a se sabe que si se construye biapoyada y se introduce un momento
M,= 400 mxt en el apoyo A, su deformada, medida en metros, tiene la siguiente expresion:

HREED

Elportico de la figura 8.4 estd formado por un dintel AB, cuyas caracteristicas son las mismas de la viga descrita,
y un pilar AC de seccién constante con rigidez EI= 120.000 txm’. Se pide determinar la ley de momentos flectores
en el portico de la figura 8.4b cuando sobre él actua la sobrecarga uniforme de q= 14 t/m que se muestra en la propia
figura. (Examen septiembre 93.)

v(x)= 0,12

Comentarios

1) Este problema es semejante al 6.5.6 y lo resolveremos de igual manera que aquél: por el método de viga continua,
separando en dos vigas. Ello a pesar de ser una estructura traslacional, porque, curiosamente, su traslacionalidad afecta
al calculo pero no influye cuantitativamente. Si quisiéramos resolverlo por el método general (tomando una reaccion
exterior como incognita hiperestatica) probablemente fracasariamos porque la informacion v(x) perderia surelevancia.

2) Teoricamente al menos, a partir de la informacion dada se podria obtener la ecuacion de la rigidez variable del
dintel 4B, utilizando v"(x)= M(x)/EI. Podria suceder, no obstante, que no alcanzdramos los resultados correctos bien
porque la v(x) dada no corresponda a ninguna rigidez real E/(x) (por ejemplo, si v(x) se obtuvo experimentalmente)
o por la dificultad del calculo subsiguiente con la El(x) encontrada. Este problema esta pensado para resolver por
reciprocidad y asi debe hacerse.

Solucion

Separamos en dos vigas como en el problema 6.5.6 y tomamos como incdgnita hiperestatica el momento flector M
en el nudo 4. La ecuacion hiperestatica correspondiente resulta de igualar los giros a ambos lados de dicho nudo.
El giro enlaménsula A C sera Mxh/El El giro en el dintel se compondra de dos términos: el debido al propio momento
My el debido a la carga uniforme. El primero no es ML/3EI porque la viga es de seccion variable; resulta ser
Mxv'(x=0)/400 por una regla de tres, ya que v'(x=0) es el giro debido a un momento de 400 mxt. El término debido
a la carga uniforme ¢(x) se obtiene por reciprocidad, como sigue.

Si un momento unidad en 4 produce una flecha vertical en x de valor v(x)/400, una carga unidad en x producira en
A un giro de igual valor. Como la carga que actua sobre x vale en realidad ¢g(x)dx, el giro que produce en 4 valdra
d0,= q(x)v(x)dx/400. El giro producido por toda la carga que actiia sobre AB sera la suma o integral de la expresion

anterior:
1 x)*_4( %), 3(x)?
41 6 3L 6 2\ 6

= 0,0105 rad
0

12
ged- B xmay: 140’—6
= [ 79550 400
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La ecuacion hiperestatica resulta finalmente:

Mx42 0’12%
__Mx4, = M-

1,2x10° 400

-0,0105 = M= 56,76 mxt

La ley de momentos flectores final se da en la figura 8.4c.

Ensefianzas:
— Recordamos que si conocemos la elastica v(x) de una viga, conocemos también el giro en cualquier punto
Ox)=v'(x).

—  La reciprocidad nos ha permitido calcular el giro &, debido a una sobrecarga g(x) cualquiera, a partir de
la eléstica v(x) producida por un momento M,
e apesar de no conocer la rigidez EIl(x) de la estructura.

Problema 8.2: Arco de seccion variable

El arco de la figura 8.5a es una parabola de segundo grado
y su seccion es variable. Se sabe que al aplicar en el extremo
B una carga horizontal de 25 t hacia la derecha se produce v(x)
un movimiento vertical v(x) hacia abajo en todos los puntos

—>
del arco de valor, en metros: [ x a) 25t
L L=10m
4

(o) ) (5

a la vez que un movimiento horizontal en B de uy= 0,005 m.

=25

q=4t/m

VVVVVV

v(x)= 0,0125

En el mismo arco se quiere colocar posteriormente un tirante A

entre los apoyos A y B cuyo modulo de elasticidad sea de Tirante B
E=2x10%kp/cm’ y someter el arco a una carga vertical uniforme

hacia abajo de q= 4 t/m que ocupe la mitad de la luz . 5 b)

(figura 8.5b). Se pide: # +

a) Calcular el area que ha de tener el tirante para que el
esfuerzo axil en la clave del arco sea de 5 t de compresion.

b) Obtener la ley de momentos flectores en el arco. (Examen
febrero 93)

Comentarios 3,333 " 16,667 txm

1) No se debe buscar la E/(x) del arco a partir de v"(x)= M/EL

(Ver el comentario 2° del problema anterior.) Figura 8.5

Estructura y resultados del problema 8.2

2) Se trata de una estructura hiperestatica de grado 1 "afinada",
porque nos dicen cuanto queremos que valga la incognita hiperestatica (ver ejemplo 7.1.2). Sin embargo, no nos libraremos
de escribir —y cumplir— la ecuacion hiperestatica.

Solucion
Para que el esfuerzo axil en la clave del arco alcance las -5 t es preciso que la fuerza en el tirante tenga ese mismo
valor 7= 5 t.

La ecuacion hiperestatica es

u}(;H=1)+ 1

k {HB}: - {ul(’wm}

con H,=-T=-5 t. Expresa que el movimiento horizontal del cable, por los conceptos de carga exterior y reaccion
Hy=-5 del tirante, es igual al alargamiento del tirante. Los términos u, corresponden al arco y el //k es el coeficiente
de flexibilidad del cable, L/EA.

El movimiento horizontal correspondiente a F,= I ¢ es, por proporcion con el del dato, u," == 0,005/25=0,2x107 m.
El calculo de u,“" se hace invocando el principio de superposiciéon como sigue.
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Si una fuerza Hy= 1 en B produce en x una flecha vertical de valor v(x)/25, una carga unidad en x producira en B
un u,= v(x)/25. Si en vez de una carga unidad en x aplicamos una de valor g(x)dx, en B tendremos un movimiento
de valor d(ug)= v(x)q(x)dx/25. El desplazamiento total debido a foda la carga repartida sera:

5 4 2
> )7 2f > ) 1 x4 0= 0,002 m
5110) 4l10) 2| 10

Con H,=-5 t, el movimiento horizontal del apoyo B del arco sera:

0,0125
25

exi 1 x=5
ul(, = Eﬁmo v(x)g(x)dx= 4

ug==-5xui V+uf™=-0,001+0,002= 0,001 m

Para que el cable de L= 10 m, E= 210" t/m’, T= 5 t se alargue esta misma cantidad es preciso que su 4rea sea de
25x10* m*= 25cm’. (Esta igualdad es la misma escrita en la ecuacion hiperestatica de mas arriba.)

Las reacciones horizontales son H,=-H,= 5 t. La reaccion vertical V, sera los 3/4 de la carga vertical total, 15 t,
yla V,, el 1/4 restante, 5 t, como en una viga biapoyada. La ley de momentos flectores tiene la siguiente expresion:

2
0<x<5 M(x)= 15x—5y—4x7

5<x<10 M(x)= 5(10-x)-5y
con

= irx(L—x): x-0,1x2
LZ
El aspecto aproximado de esta ley se muestra en la figura 8.5c¢.

Ensefianzas:
—  Hemosrecordado que en las estructuras afinadas (en las cuales se conoce a priori el valor de la(s) incognita(s)
hiperestatica(s)) también es preciso escribir y satisfacer las ecuaciones hiperestaticas;
»  ¢éstas nos serviran para determinar la rigidez adecuada de los elementos estructurales.

—  Lareciprocidad nos ha permitido calcular el u, debido a g(x) a partir de la v(x) producida por H,, sin conocer
la rigidez El(x) del arco.

Resumen:
— Se han presentado problemas en los que:
» el calculo convencional habria sido muy dificil por la inercia variable, y
» el célculo por reciprocidad resultaba atractivo,
» suponiendo conocidas las deformadas para cargas distintas de las necesarias,
o que podrian obtenerse experimentalmente.
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Figura 8.6
Estructura y resultados del problema 8.3

8.3 Problemas de subestructuras

Para predecir los movimientos de una antena colocada en un punto 4 del Empire State no necesitamos conocer con
detalle toda la estructura del rascacielos, afortunadamente: nos basta con conocer la matriz de flexibilidad (o de rigidez)
que relaciona fuerzas con movimientos en el punto de union:

4 1 €1 Sy
V(= ¢n uhVa
4 Ca3|fM,

Ni siquiera necesitamos la matriz completa, porque es simétrica.

Esta propiedad se aprovecha a menudo para reducir el calculo de estructuras complejas al de subestructuras mas simples
que se conectan entre si inicamente en unos pocos puntos. Para ello necesitamos determinar las matrices de flexibilidad
(o rigidez) que relacionan entre si todos los movimientos de los puntos de conexion de dos subestructuras.

En estos problemas la reciprocidad la usas so6lo al invocar la simetria de la matriz, para completar la media matriz
que habitualmente te dan.

Problema 8.3.1: Pértico apoyado en otra estructura
La estructura de la figura 8.6a consta de dos subestructuras: el pértico ABC, derigidez constante EI=120.000 txm?,
apoyado verticalmente en C y unido rigidamente en A a la otra subestructura.

De la subestructura inferior (antes de colocar el portico ABC) solo conocemos las siguientes caracteristicas eldsticas
referidas al punto A: (i) que aplicando una carga vertical de 1 t se obtiene una flecha de 0,54 <107 m, y (ii) que aplicando
un momento de 1 mxt en sentido antihorario se obtiene un giro de 0,12 =107 rady unaflecha hacia abajo de 0,04 107 m.

Después de unir el portico ABC a la subestructura inferior, se aplica la carga P de 10 t que se muestra en la figura.
Se pide determinar la ley de momentos flectores en el portico ABC. (Examen febrero 92.)

Comentarios
1) Nonos dicen cudnto gira el punto A4 al aplicarle la carga vertical; no obstante, seria un error interpretar que el punto
no gira. Este dato se deduce, por reciprocidad, de la flecha debida al momento.

2) Omiten, también, indicarnos los sentidos de la carga vertical, de su movimiento "novio" y del giro debido al momento.
Estos signos nos vienen forzados por la necesidad de que los desplazamientos lleven el sentido de la fuerza "novia",
la cual necesidad se traduce en que los términos de la diagonal principal de la matriz de flexibilidad han de ser positivos.
En cambio, se nos da informacion precisa para determinar el signo del término "cruzado" flecha debida al momento.
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Solucién

Siprescindiéramos del apoyo horizontal en C, 1a subestructura A BC seria un apéndice isostatico que colgaria libremente
de la subestructura inferior. Al tener impedido el movimiento v, el portico ABC es hiperestatico de grado 1. Tomaremos
como incognita hiperestatica la propia reaccion V., que serd tal que hara nulo su desplazamiento novio.

En el calculo de v, intervienen la carga exterior Py la propia reaccion hiperestatica V.. La ecuacion hiperestatica
es en apariencia tan sencilla como siempre:

Vel
(C )]V vém)

La complejidad surge de que cada uno de los movimientos anteriores se compone del movimiento relativo (como
si 4 fuera realmente inmovil) mas los términos de arrastre correspondientes. debidos a los movimientos v, y 0, de
la subestructura inferior aislada. La ecuacion hiperestatica se convierte en:

V=l) (V=L V=1
vC(',ril) (V=D 66(C )J _ (véarngrngxt) 66§m))

Los movimientos relativos se obtiene de las leyes de momentos flectores de las figuras 8.60 y 8.6¢, y resultan:

vED=-130, 5P - 10,875 mm
EI

véVC b_ %— 2.4 mm

Para calcular los movimientos de arrastre escribimos con cuidado la matriz de flexibilidad de la subestructura inferior
en el punto 4 a partir de los movimientos dados:

) v =05 vV -s02) g,
= x1073
V,=1 (M ,=1
4 109 P=0,12 09470= 0,04 y

referida alos ejes cartesianos habituales. Entrando en la ecuacion anterior con las parejas de fuerzas correspondientes
a la reaccion hiperestatica y a la carga exterior se obtienen los siguientes movimientos de arrastre:

=D _

V=1 v, ¢ =-0,18x107 m
A 07 "= 0,12x107 rad
V,=-P vi=-1,80x10" m
=37 0= 0,00 rad

Entrando con los movimientos relativos y de arrastre en la ecuacion hiperestatica se obtiene V.= 4,311 t. La ley de
momentos flectores que resulta se muestra en la figura 8.6d.

Ensefianzas:
— Hemos aprendido a construir la matriz de flexibilidad en un punto de una estructura a partir de datos de
movimientos, haciendo uso de sus propiedades:
e desimetriay
* de términos positivos en la diagonal principal.

—  Hemosrecordado que los movimientos absolutos de un punto se componen de los relativos mas los de arrastre.

—  Hemos aprendido a utilizar la matriz de flexibilidad de los puntos de empalme de dos subestructuras para
obtener los movimientos de arrastre.

—  Hemos generalizado la construccion automatica de las ecuaciones hiperestaticas al caso de una subestructura,
incorporando los movimientos de arrastre de la subestructura subyacente.
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8.4 Lineas de influencia

Qué son
Supongamos que queremos saber cudnto dasio (momento flector, por ] Momento en x
ejemplo) hace en una cierta seccion Suna carga puntual que puede actuar ~ Ley M \L para carga en a
en cualquier punto de la estructura que nos ocupa. Para ello colocamos
una carga puntual unidad en la posicion genérica x, medimos el dasio ) '(ﬂ'f
enSyasumagnitud le llamamos i(x). Esta curva i(x) es entonces la linea 'T‘b/L

de influencia del dafio que produce en la seccion S una carga unidad a ab/L  p

. AL

colocada sobre cualquier punto x de la estructura. En la definicion de A A

linea de influencia intervienen: X
A———————>  Momento en a
1 \ll para carga en x

—  eltipodedario que se mide (esfuerzo, reaccion o movimiento), 1, j.

— laseccion S donde se mide, y

— laclase de carga unidad (vertical, horizontal, momento...) que

lo produce.
Qué no son _ Figura 8.7
¢ . di i deinfl iad fir .. Semejanza casual entre una ley de esfuerzos
onviene no confundir una linea de influencia de un esfuerzo o movimiento y una linea de influencia

con su prima la ley de esfuerzo o movimiento que produce un sistema

de cargas exteriores. Las diferencias fundamentales son dos: lo que

variamos y lo que mantenemos fijo. Pensemos que tenemos un instrumento de carga y un instrumento de medida.
Para dibujar la ley, fijamos el instrumento de carga y movemos el de medida. Para dibujar la linea de influencia, fijamos
el instrumento de medida y movemos el de carga. Ver tabla 8.1

Enocasiones una ley de esfuerzos y una linea de influencia tienen aspectos muy semejantes; no obstante, es imprescindible
saber diferenciarlas. Asi, la curva de la figura 8.7a es la ley de momentos flectores para una carga en la seccion x=a
mientras que la de la figura 8.7 es la linea de influencia del momento flector en la misma seccion x= a para una
carga vertical unidad. El aspecto es el mismo pero la forma de obtenerlas, muy distinta:

—  Paraobtener la ley de esfuerzos se ha colocado una carga fija en la seccion x= a y se ha medido el momento
flector en todas las secciones. Aparato de carga, en posicion fija; aparato de medida, moviéndose por doquier.

—  Paraobtener lalinea de influencia se ha colocado una carga unidad alternativamente en todas las secciones®
y se ha medido el momento flector solo en la seccion fija x= a. Aparato de medida en posicion fija; aparato
de carga moviéndose.

Derivando la ley de momentos flectores de la figura 8.7a obtendremos la ley de esfuerzos cortantes correspondiente;
en cambio, derivando la linea de influencia de la figura 8.7h obtendremos cualquier cosa’ menos la linea de influencia
de esfuerzos cortantes.

Para qué sirven
Las lineas de influencia:

— sonayuda indispensable para encontrar las posiciones mas peligrosas de las cargas para una seccion de una
estructura. Para esto, muchas veces basta con un dibujo a estima de la linea de influencia.

—  pueden servir también para cuantificar el dafio sufrido por esa seccion bajo esa hipdtesis de carga. Sin embargo,
para esto ultimo es preciso:
. que tengamos la expresion analitica i(x) de lalinea de influencia (que muchas veces no vale la pena
obtener), y
e que estemos dispuestos a hacer unos célculos con dicha i(x) que casi siempre son mas complejos
que los que hemos venido utilizando hasta aqui (una vez que sabemos donde colocar las cargas
para lograr el efecto pésimo).

Colocar la carga moévil en "todas" las posiciones consiste en la practica en colocarla en una o varias posiciones genéricas x. Aqui las posiciones
genéricas deben ser dos, una en x&(0,L/2) y otra en x&(L/2,L).

4 , , . . . .
Lo que obtendremos sera la linea de influencia del mismo momento flector cuando la carga que se pasea es un momento unidad (en vez
de la carga vertical unidad), pero sobre esto no vamos a insistir aqui.
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Qué tipos consideramos
Vamos a considerar tres tipos de lineas de influencia:

— de movimiento
— de esfuerzos,
— de reacciones en apoyos

siempre para carga unidad que se pasea por la directriz de la estructura. No vamos a considerar, pues, las lineas de
influencia para momento unidad; diremos s6lo que éstas son las derivadas de las otras.

Coémo se obtienen
Las lineas de influencia se pueden obtener de dos maneras:

—  por el método directo, aplicando su definicion: colocando una carga en cuantas posiciones genéricas sean
precisas y calculando el efecto buscado en la seccion prescrita, o

— por el método indirecto, aplicando propiedades de la reciprocidad que veremos enseguida. Este método:
* no suele ser el idoneo para el calculo analitico, pero:
* es el método indispensable para pintar a estima la linea de influencia, que es lo primero que se
debe hacer siempre, porque muchas veces es todo lo que se necesita de ella; y por tanto
+  sirve también para saber de antemano en cuantas posiciones genéricas hemos de colocar la carga
mévil en el calculo por el método directo.

Resumen:
— Una linea de influencia i(x) envuelve tres datos:

» el tipo de linea buscado, que puede ser
» de movimiento,
» dereaccion, o
» de esfuerzo;

* el lugar o seccion para el/la que se obtiene y

» laclase de carga puntual unidad (horizontal, vertical, inclinada o0 momento) que la produce.

— Se diferencia de una ley en que da resultados:
e en una seccion solamente,
* para todas las posiciones posibles de una carga.

— Se puede obtener de dos maneras:
» por el método directo (que suele ser el mejor para la obtencion analitica) o
* por el método indirecto, que es indispensable para obtener su aspecto grafico.

Tabla 8.1
Comparacion entre /eyes y lineas de influencia

Ley

de dario (movimiento o
esfuerzo)

Carga(s) que la produce(n)

Cantidad

todas las car-
gas exteriores
reales

Situacion

en sus
posiciones
fijas

Seccion(es)
donde se mide el
dafio

La variable x es
la ordenada de

la seccién que
sufre el dafio

Linea de influencia
de dario (movimiento, reac
on o esfuerzo

una carga uni-
ca ficticia

movil (en todas
las posiciones x)

la posicion de la
carga que pro-
duce ¢ il
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8.5 Método directo

Uso

El método directo es casi siempre el mas eficiente para obtener la expresion analitica i(x) de una linea de influencia.
Sin embargo, solo debe usarse cuando es imprescindible determinar dicha expresion analitica, y siempre después
de haber dibujado antes a estima el aspecto de la linea de influencia por el método indirecto. No obstante, describimos
primero este método directo por dos razones: (i) porque es el procedimiento pedagogico que ayuda a entender qué
es una linea de influencia y (7i) porque es el procedimiento inmediato que se le ocurre a cualquiera que no haya
profundizado en el tema. De hecho, en capitulos anteriores hemos obtenido ya algunas lineas de influencia por este
método sin llamarlas por su nombre.

Ejemplo de Li. de un giro

En el apartado 4.3, tabla 4.3 obtuvimos las formulas de los giros en los apoyos de una viga para una carga situada
en x= a. Si hacemos P= [ y reemplazamos) en aquellas formulas a por x y b por (L —x) tendremos la expresion de
las lineas de influencia de los giros en los apoyos de una viga biapoyada para carga vertical hacia abajo:

x(L-x)(2L+Xx)

0.0 ==
&0 (L-x)(L+)
_ x(L-x)(L+x

0,(9= 6LEI

Ejemplo de Li. de una reaccion
También, en el apartado 6.2, formula (6.2-1), obtuvimos las lineas de influencia de las reacciones horizontales en
una viga biapoyada de seccion constante para una carga horizontal unidad:

Hx)=1-%
(8.5-2) i xL
HB(JC)= Z

Alli mismo explicamos que éstas podian ser también las expresiones de las lineas de influencia de reacciones verticales
en una viga biapoyada (cualesquiera que fuera su seccion) para una carga vertical unidad.

Ejemplo de Li. de un esfuerzo

Nos falta ver un ejemplo sencillo de la tercera clase, linea de influencia de esfuerzos. Justifiquemos que la funcion
de la figura 8.7b es realmente la linea de influencia del momento flector en la seccion x= a de la viga biapoyada.
Si colocamos una carga vertical unidad en la posicion x de una viga biapoyada, Las reacciones en los apoyos seran
V,=1-x/Ly Vy=x/L. El momento flector en la seccion x= a vendra dado por V;.(L —x) cuando O<x<a y por V,.x
cuando a <x <L. Resulta:

* b= x(l—g) O<x<a
L L
(8.5-3) M(a)=

(l—i] a a<x<L
L

que son las ecuaciones de las dos rectas de la figura 8.7b

Dificultades
Este ejemplo nos alerta de que en general habra varios tramos con distintas expresiones analiticas de una nica linea
deinfluencia. Por estarazon es tan importante saber dibujarla antes a estima, para no dejarnos olvidado ninglin tramo.

En los problemas que se resuelvan en el apartado siguiente se completara el estudio de este método empleandolo
abundantemente una vez dibujada la L.i. por el método indirecto.

Resumen:
— El método directo consiste en
» colocar una fuerza unidad en posiciones genéricas X,
*  ydeterminar analiticamente a continuacion el efecto buscado (movimiento, reaccion o esfuerzo)
en el lugar indicado en funcién de x.

—  Ladificultad que puede aparecer es la de determinar cudntos tramos tienen expresiones algebraicas distintas.
Por ello lo mejor es empezar dibujandola a estima, lo cual exige conocer el método indirecto.

— Laexpresion analitica de una linea de influencia s6lo debe obtenerse cuando sea estrictamente necesario;
. si esnecesario determinar la expresion analitica, probablemente sea mas facil hacerlo por el método
directo.
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8.6 Método indirecto

Reciprocidad si, reciprocidad no

A este método se le denomina frecuentemente de reciprocidad. Efectivamente, para demostrar las reglas prdcticas
que daremos mas abajo tendremos que hacer uso de ese teorema. No obstante, una vez establecidas las recetas apropiadas,
el alumno podra aplicarlas sin hacer alusién alguna al bonito teorema.’

8.6.1 Movimientos

Obtencion /

Enelapartado 8.1, formulas (8.1-2), aplicamos ya el teorema de la reciprocidad l C

para encontrar —lo que entonces no sabiamos que era— la linea de influencia - : "

de un giro. Vimos que coincide con la deformada de la estructura cuando se M
aplica sobre ellaun momento exterior unidad (ver férmula (8.1-1)). Hagdmoslo x 9 ¢ ’
general: en la figura 8.8a queremos obtener la linea de influencia del movimiento

vertical v para carga vertical. En lugar de hacerlo por el método directo como l]

sugiere la propia figura, aplicamos reciprocidad entre los dos estados de carga

que afectan a la misma estructura de las figuras 8.8a y b; resulta: M
) 5 ;

P~1 .
1><v(x)( =D lxvc(x) Figura 8.8
1 Linea de influencia de un movimiento
Y C(x) = v(x)(PC_ ) y deformada para carga novia unidad

El resultado anterior muestra que la linea de influencia de la flecha en C coincide con la deformada para una carga
vertical unidad en C. De igual manera, la linea de influencia del giro 6. coincidira con la deformada v(x) causada
por M= 1. La conclusion es:

Regla practica
La Li. de un movimiento coincide con la deformada debida a la carga unidad "novia" del movimiento.

Distinta raza pero igual aspecto

Es importante que distingas entre linea de influencia y deformada. En el caso de giro, las unidades de la linea de influencia
son radianes/kN mientras que las de la deformada producida por el momento son metros. i(x), radianes/kN, coincide
con v(x), metros, aunque obviamente no son la misma cosa. Por el método directo calculas la linea de influencia con
sus unidades correctas; por el método indirecto calculas otra cosa que da el pego: una deformada con la misma expresion
analitica que la linea de influencia pero con distintas unidades.

Convenio de signos
Las lineas de influencia obtenidas por el método indirecto resultan con un convenio de signos un tanto particular.
Enla figura 8.8b pusimos la carga vertical positiva hacia abajo; ello hizo que resultaran positivos los trabajos de cargas
hacia abajo con flechas hacia abajo (y de cargas hacia arriba por flechas hacia arriba). Por lo tanto: alli donde la carga
exterior y la deformada v(X) lleven el mismo sentido, el movimiento buscado llevara el sentido que le dimos a la
carga "novia" utilizada para hallar v(x). Asi, para la linea de influencia de un giro &, (positivo antihorario) hallaremos
la deformada producida por M= I (positivo antihorario). En los tramos donde la deformada sea hacia abajo, la carga
vertical hacia abajo producira giro positivo, y

viceversa. Como normalmente las cargas

exteriores son hacia abajo, la zona de 1
movimiento positivo suele ser la de deformada \L

movimento —y B R —
! / — = 5 4

\4 A
8.6.2 Reacciones I_x> TVB(X)

Veamos como obtener la linea de influencia > 1 . ,
deunareaccion. Enlas figuras 8.9a y b se tiene A V(%) B’ A \4
una misma estructura. En la primera de ellas ‘LV’

se busca lareaccion Vy(x) causada por una carga B

vertical unidad en la posicion genérica x. En Figura 8.9

la segunda figura, la 8.9b, se ha dibujado la Linea de influencia de una reaccion

y deformada para un desplazamiento —1 de su coaccion

Esto es, sin necesidad de hacer una demostracion de la receta cada vez que se aplica; igual que aplicamos los teoremas de Thales y de Pitagoras
de forma rutinaria.
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deformada que resulta de dar un movimiento v,=-1 a la coaccion correspondiente (el signo menos es porque hemos
tomado como positiva la reaccion hacia arriba). La reciprocidad establece:

D) V47 (e)x(-1)= Vx0= 0
=-1)
V)= vx)*

El segundo sumando conviene entenderlo como el trabajo de la fuerza V,(x) que esta suplantando al apoyo en mantener
vy nulo. V7 es la fuerza que en ausencia de apoyo en B haria vy=-1.

Regla practica
Lal.i. deunareaccion coincide con la deformada que se produce al mover su coaccion una unidad en sentido contrario
al de la propia reaccion.

8.6.3 Esfuerzos

Obtencién

Demostrar mediante la reciprocidad la regla practica que se da a continuacion es mucho mas complicado que en los
casos anteriores. Recomendamos al alumno interesado que busque la demostracion en los libros de los autores serios,
porque muchas de las que se ofrecen habitualmente son un camelo.

Regla practica

La li. de un esfuerzo en una seccion coincide con la deformada que se produce | K
en la estructura cuando se la mutila de la siguiente manera: se corta la estructura SR

por la secciony se impone un movimiento relativo novio unidad entre los dos labios M
del corte, manteniendo nulos simultaneamente los movimientos relativos no-novios. ) L

Para materializar un movimiento relativo unidad manteniendo nulos los otros, _
conviene imaginar que injertamos la protesis adecuada del juego de la figura 8.10. o -

Ve a la figura 8.7b y comprueba que coincide con la deformada que se obtendria Q
cortando por la seccion a e instalando la primera protesis del kit de la figura 8.10. - b)

Im

Movimientos pequeiios
Es preciso convenir que los movimientos relativos impuestos por las protesis son &

~ . ., ", . . N
muy pequefios, aunque el de la primera sea de 1 radian y los demas de 1 m. Conviene - (- S
pensar que son todos del orden de 10 ® unidades y que la magnitud de la deformada -
se multiplicara a posteriori por 10°; de lo contrario tendriamos escriipulos en mantener Im 9 L]
que sen @=0para angulos de 1 radian. A

. . Figura 8.10
Propiedad importante Kit de protesis para la obtencion

Cuando se corta una estructura isostatica por una seccion, resulta un mecanisSmo e Jineas de influencia de esfuerzos
inestable que nos permite colocar cualquier protesis con entera libertad: no hay

que deformar nada, s6lo producir movimientos de traslacion y giro que resultan

en expresiones lineales. Ello nos indica la importante propiedad de que las lineas de influencia de esfuerzos en estructuras
isostaticas se componen de segmentos rectos.

Ejemplos importantes
La figura 8.11 contiene ejemplos de lineas de influencia del momento
flector y del esfuerzo cortante en una viga biapoyada que usaras con
frecuencia para obtener los de estructuras de vigas mas complicadas.
La protesis para la obtencion de la primera exige que los ngulos | 8, |
0| sumen &.= 1. Para que v, sea el mismo por ambos lados,
T’ ) [xc= | 0, (L —x(). Por consiguiente | 8| =1 -x./L, | O] =x./L. La
expresion de la linea de influencia del momento flector en la seccion
X=X es:

. *c
i(0<x<x)= I—T x

ocﬁ'@’ o

wh b)

Figura 8.11
. . . Lineas de influencia del flector y del cortante en C
Recuerda que la 1.i. del esfuerzo cortante no se obtiene derivando la (signos para carga vertical hacia abajo)

expresion anterior. La protesis de la figura 8.105 exige que la pendiente

i(x, <x<L)= %(L—x)
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aenlos dos tramos rectos de la figura 8.115 sealamismay que &.x-+ . (L —x.)= 1. Porlo tanto &= I/L. Las expresiones
de la L.i. buscada son:

, x
i(0<x<x )= =
( o 7
ix <xsL)=- L%

Enlos dos casos anteriores hemos tomado como positivas las flechas hacia abajo, para que las 1.i.'s buscadas correspondan
acargaunidad hacia abajo. Asi, en los tramos en que v(x) es hacia abajo, 1a carga vertical hacia abajo producira esfuerzos
como los de la figura 8.10, y viceversa.

Resumen:
— Para pintar una l.i. a estima, el método indirecto propone las siguientes reglas practicas (ver tabla 8.2):
. paramovimientos: pintar la deformada que produce una fuerza (o momento) novia unidad aplicada
sobre el lugar correspondiente de la estructura intacta;
. parareacciones: pintar la deformada que se produce al imponer a la coaccién novia un desplazamiento

—1 (esto es, en sentido opuesto al de la reaccion positiva);
* para esfuerzos: pintar la deformada de la estructura mutilada de la siguiente manera:
» cortando la estructura por la seccion dada e
» imponiendo un movimiento relativo novio unidad entre los dos labios del corte (el que
impone la protesis correspondientes),
0 manteniendo nulos los demas movimientos relativos.

— Ademas de para pintar, las reglas anteriores sirven también para encontrar las expresiones analiticas
correspondientes.

— El convenio de signos resultante es el de que si la carga exterior y la deformada pintada llevan el mismo
sentido, los movimientos, reacciones o esfuerzos buscados son del mismo signo que los de los novios que
produjeron la deformada.

— En estructuras isostaticas las L.i.’s de reacciones y esfuerzos estan compuestas por segmentos rectos;
» las l.i.’s de movimientos son curvas en todos los casos
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Tabla 8.2
Procedimientos de obtencion de lineas de influencia

Procedimiento Linea de influencia de: Aplicar: Sobre estructura:
Directo' lo que sea carga unidad en posicion x

movimiento u, v, & carga novia intacta

unidad

Indirecto o de B L . .,
reciprocidad® reaccion H, V, M movimiento sin coaccion

novio —1

' Obtener lo que sea (movimiento, reaccion o esfuerzo) en la seccion S en funcion de x. La funcion i(x) obtenida es la genuina 1.i.

2 La deformada v(x) que resulta es semejante a la L.i., i(x).

? La estructura mutilada ha sido cortada por la seccion S para intercalar la protesis apropiada (figura 8.10) que imponga un movimiento relativo novio unidad entre las dos labios del corte sin permitir otros movimientos
relativos.

SI'8
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8.7 Usos de una linea de influencia

Dos usos
Una linea de influencia sirve para dos cosas:

—  Suuso fundamental es el de encontrar las posiciones mas peligrosas de las cargas exteriores. Para este fin
es indispensable.

— Un uso secundario puede ser el de cuantificar el dafio que esas cargas hacen desde esas posiciones. Sin
embargo, para esto suele ser mas facil el método convencional.

i(x) no, i(x) si

Para cumplir su primer servicio basta a menudo con un dibujo a estima de la 1.i. Para cuantificar el dafio, en cambio,
es necesario () conocer la expresion analitica i(x) y (ii) integrarla, lo cual muchas veces no compensa.

Cargas Pygq

El dario (movimiento, reaccion, esfuerzo) que cargas puntuales P, desde posiciones x; y cargas distribuidas g(x) en
intervalos x&/a,b] producen en la seccion S para la que se obtuvo la linea de influencia i(x) viene dado por:

(8.7-1) Dafio= >];Pj i)+ f abq(x) i(x) die
Si la carga g(x) es uniforme ¢, su expresion sale fuera de la integral y ésta se convierte en el area bajo la curva i(x).
Por consiguiente:

— Para encontrar la posicion mas peligrosa de una carga puntual, se busca la maxima ordenada de i(x).

— Para encontrar la posicion mas peligrosa de una carga uniforme, se busca la mayor area bajo la curva i(x).
Muy a menudo, las cargas puntuales pueden actuar en grupos de dos o mas, separadas

) . . a a
por intervalos fijos a (figura 8.12). Si tales cargas puntuales caen sobre tramos curvos A
delalinea de influencia i(x), para encontrar sus posiciones pésimas no hay mas remedio

que encontrar los valores extremos de: P P P
Dafio(x)= P, i(x)+P,i(x+a)+P,i(x+2a)+...
mediante el viejo truco de derivar e igualar a cero. Para esto no hay mas remedio
que disponer de la expresion analitica de i(x). La dificultad es mucho menor si las Fioura 8,12
igura 8.

cargas caen sobre intervalos rectos de la L.i. En tal caso la regla es colocar una de Tren de cargas
las cargas puntuales sobre el vértice delal.i., y las otras a derecha o izquierda, donde de algunas instrucciones
se obtenga mas efecto.

Asi, para obtener el maximo momento flector en una seccion C de una viga biapoyada con dos cargas puntuales separadas
a y una sobrecarga uniforme g, la l.i. de la figura 8.11a pide:

— que se coloque una carga puntual sobre C y la otra a su derecha, °

— que se coloque la carga uniforme sobre foda la viga.

El valor asi conseguido sera:

. . x=L, ~ o ol ¥c *c 1. %c
M(x )= P.z(xc)+P.z(xC+a)+qf ix)dx= P|—(L-x)+—(L-x,~a)|+q,-L—(L-x,)
°Jx=0 L L °2 L

y corresponderd al maximo momento flector positivo en C (porque cargas e i(x) llevan el mismo sentido). El maximo
momento flector negativo sera cero puesto que i(x) muestra la imposibilidad de producir momento flector negativo.

6 Porque en la figura 8.11a se observa que i(x) decrece menos hacia la derecha que hacia la izquierda del vértice.
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Si queremos obtener el maximo esfuerzo cortante en C nos fijamos en la L.i. de la figura 8.115. En ella observamos:

— Que el valor extremo del esfuerzo cortante sera el negativo, que se obtiene cargando:
e con una carga puntual P sobre el punto Cy otra a su derecha, y
* con una carga uniforme ¢, en el intervalo x.<x<L:

_ X X +a 1 x
=-P|| 1-=E|+| 1-25— | |-g =L| 1-=5

— Que el maximo cortante positivo en C (que probablemente no tendra interés) se obtendra:
* colocando una carga puntual sobre C,
* la otra carga puntual, a su izquierda (suponiendo a <x),
* vy lasobrecarga uniforme, en [0, x.]:

Observacion muy importante
Muchas veces es preferible realizar el calculo de los valores extremos de forma convencional (sin emplear la i(x)),
tras colocar las cargas en las posiciones pésimas detectadas con s6lo un esquema de la i(x).

Resumen:
— El uso fundamental de las 1.i.'s es el de encontrar las posiciones pésimas de las cargas exteriores.
. Cuando se presenta este problema se debe pintar la L.i. a estima (método indirecto) inmediatamente;
»  casi siempre basta con esta representacion grafica y no se precisa la expresion analitica
i(x).

— Antes de hacer el calculo analitico de i(x) conviene asegurarse de que es imprescindible
* porque sin ¢l no sabemos colocar las cargas con precision, o
* porque nos lo exigen tasativamente en el problema.

— Si basta con el aspecto de i(x) para colocar las cargas, puede ser mas simple evaluar el dafio por el método
convencional.

—  El uso secundario de las L.i.'s es el de evaluar el dafio que las cargas producen desde ciertas posiciones:
» Este dario viene dado por (8.7-1).
» Silai(x) es recta, las cargas puntuales conviene ponerlas:
> una, sobre el vértice
> las demas, a izquierda o derecha, donde i(x) valga mas.
* Silag(x) es uniforme, la integral es g, por el area de i(x) bajo la carga.
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8.8 Problemas de lineas de influencia

Problema 8.8.1: L.i.s de esfuerzos y reacciones en viga continua isostatica

Sobre la viga continua de la figura 8.13a, que tiene rotulas en las secciones E y F, pueden actuar las siguientes
sobrecargas: (1) un tren de cargas moviles formado por 2 cargas puntuales de 20 t cada una separadas 2 metros
entre si, y (i) una sobrecarga uniforme de 2 t/m que puede cubrir cualquier zona de la viga. Se pide obtener:

a) Los momentos flectores extremos (maximo positivo y maximo negativo) en B.

b) Los momentos flectores extremos en M.

¢) El maximo esfuerzo cortante a la derecha de C, con su signo.

d) La maxima reaccion en B, con su signo.

N
o
w
o
}
<
v}

a)

)

o

Nota:
Los signos +y - son los de los esfuerzosreacciones
que resultan para carga vertical unidad hacia abajo

Figura 8.13
Estructura y lineas de influencia del problema 8.8.1



§8.8 Problemas de lineas de influencia 8.19

Se trata de una viga isostatica. Las l.i.'s de sus esfuerzos y reacciones nos han de salir compuestas por tramos rectos.

a) En efecto: Al cortar en B para colocar la protesis del momento, el tramo izquierdo se convierte en un mecanismo
que se deforma a voluntad mientras que el tramo BD ofrece resistencia. La deformada que se obtiene es la de la
figura 8.13b. El dngulo a la izquierda de B vale 1 "radidn-muy-pequefio" y la ordenada sobre E vale 4 "metros muy
pequefios."” Se observa (i) que sdlo es posible obtener momento flector negativo cargando contra la v(x) =i(x) en
el tramo AB, y (ii) que (paraddjicamente a primera vista) las cargas sobre BD no afectan al momento flector en B°.
Para maximizar el momento flector negativo, la Li. pide colocar una carga puntual sobre E, la otra a su izquierda,
y la carga uniforme, extendida sobre AB. El valor resultante sera:

M-

C,mdx

= P( vE+%vE) +qo%vE AB= 210,67 mxt

b) Cortando en M y colocando la protesis del momento se obtiene la deformada de la figura 8.13c¢ sin resistencia.
Por simple inspeccion se detecta que con cargas hacia abajo no es posible generar momento flector negativo en M.
Alvaler 1 radian-muy-pequeiio el giro relativo en la protesis de M, los giros relativos en F'y D valdran ¥ /2 radian-muy-
pequeio, y v,,= 5 metros-muy-pequeilos. Colocaremos las cargas puntuales una sobre M y la otra a cualquier lado
de ella, y la carga uniforme, extendida sobre FD. El momento flector resultante sera:

M+

M, mdx

8 1. =
= P( "M*EVM] +qa§vMFD: 280 mxt

¢) La razdn por la que se especifica que el cortante se mida "a la derecha" de C es que en ese apoyo hay aplicada
una carga puntual (su reaccion) y por ello hay un salto en el valor de este esfuerzo. Cortando "a la derecha" de C
e instalando la protesis del esfuerzo cortante se obtiene la 1.i. de la figura 8.13d. El tramo CF ha de ser horizontal
porque la prétesis exige que la deformada a la izquierda de C'y a la derecha de C sean paralelas (giro relativo nulo
entre los labios del corte). Resulta v .= v,= -1 metro-muy-pequefio. Se ve inmediatamente que no hay posibilidad
de causar un cortante positivo en ese lugar; el maximo negativo se alcanzara colocando las cargas puntuales en cualquier
lugar entre C'y F, y la repartida, extendida sobre CD:

O ™ 2Pvc+qo( Ve ﬁﬁ%vF E) =70t

d) Para obtenerlal.i. delareaccion en B (positiva hacia arriba), hacemos descender 1 metro-muy-pequeiio este apoyo.
Concello la estructura adopta la deformada de la figura 8.13e. Recuérdese que no debe haber quiebro en B, s6lo descenso.
Resultav,= 1, v;=29/25, v,=—-5/25, todas ellas en "metros-muy-pequefios." Para producir reaccion hacia abajo cargariamos
en CD. Lamayor se obtendra hacia arriba cargando en AC. Colocaremos una carga puntual sobre E, la otra, a su derecha,
y la carga repartida, extendida sobre AC. Resulta:

1 27 1. —=
Vg= P(vE+2—9vE] +qo§vE AC= 9236 ¢

Ensefianzas:
— Las lineas de influencia de esfuerzos y reacciones en estructuras isostaticas estdin compuestas por tramos
rectos.

—  Envigas isostaticas el método indirecto permite no sélo dibujar la 1.i. con toda facilidad sino también obtener
su ordenadas i(x) de forma inmediata.

— Hemos obtenido los efectos pésimos usando la linea de influencia (uso secundario de ella) sin necesidad
de escribir la expresion analitica i(x).

7 . Lo . . . - _ -
Para cubrir las apariencias se sugiere imaginar multiplicados por 10* todos estos valores y luego desmultiplicar los resultados finales.

8 . . L.
Efectivamente, una carga en el tramo BC se escapara por los apoyos en By C. Los tramos laterales son como apéndices que cuelgan de
la estructura principal transmitiéndole sus cargas pero no resistiendo ninguna.
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Problema 8.8.2: L.i.s de reacciones y esfuerzos en arco isostatico

Elarco triarticulado de la figura 8. 14a tiene por directriz una pardabola de 2° grado. Se desean obtener las siguientes
lineas de influencia para carga vertical unidad:

a) De la reaccion horizontal en A.

b) Del esfuerzo axil en C.

¢) Del momento flector en B.

Se desea saber también:

d) Cuanto valdran los momentos flectores maximos positivo y negativo en B causados por un tren de cargas compuesto
por dos cargas verticales de 20 t cada una, separadas 2,5 m entre si. (Examen septiembre 89.)

N
o
X
I
23
r
o
X
1

Figura 8.14
Estructura y lineas de influencia del problema 8.8.2
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Soluciéon 1: método indirecto (desaconsejado)

a) Si consideramos positivos la reaccién y el movimiento en 4 hacia la derecha, daremos un movimiento u,=-/y
la deformada resultante sera la linea de influencia. Esta consistira en los movimientos verticales originados por los
giros ¢ (absoluto) en 4, B (relativo) en C'y ¥ (absoluto) en D. Si la deformada se parece, como esperamos, a la de
la figura 8.14b, o sera negativo y los demas, positivos. No obstante, los supondremos a todos positivos y el calculo
nos dard sus valores con signo. Escribimos las siguientes ecuaciones: suma de angulos girados, cero; desde D, v,= 0
yu,=-1I:

a:—i

a+p-y=0 15
~y20+B15= 0 4
p3s5e P~ 15
4 y= 1

5

Lal.i. pedida, dibujada sobre el eje de abscisas y no sobre la directriz de la estructura, tiene el aspecto que se muestra
en la parte inferior de la propia figura 8.14b. Observa los significados fisicos de los dngulos &, Sy 7. El valor en
el pico es i(x=15)=-v.=-15a= 1. (El cambio de signo es para adecuarlo con el convenio de signos de las lineas
de influencia, positivo si lleva el sentido de la carga exterior.)

b) Para la Li. del esfuerzo axil en C, cortamos en este punto y obligamos a que los dos labios del corte se separen
una unidad en la direccién de su tangente (para colocar la prétesis correspondiente); sin embargo, no debe haber giro
entre ellos, pero si lo habra en larotula C (figura 8.14c). Sean &, By ylos angulos girados en 4, C'y D. La inclinacion
deladirectrizen Ces de @= arc tg(%) (calculo analitico o aplicacion de laregla de la figura 2.32), por lo que la separacién
entre los labios del corte sera u= cos @= 0,894 m, v=—sen = —0,447 m. Escribimos las siguientes tres ecuaciones:
giro total, nulo; desde 4, u,= 0,y v,= 0:

a+p-y=0

3 «= 0,08195
0,894+B>5= 0 ~ B=-02384
4 y=-0,1565

@20-0,447+p5= 0

Lal.i. pintada sobre el eje de abscisas se muestra en la figura 8. 14c inferior. Enella, i(x=15-€)=-v. =-15a=-1,229m,
i(x=15+€)=-v."=-5y=-0,782 m. En la solucion 2* de este mismo problema encontraras el significado fisico del
salto v=-0,447 en el punto C.

¢) Para dibujar la Li. del momento flector en B, cortamos es este punto y colocamos la protesis correspondiente. La
estructuranos quedara contrahecha, con el aspecto de la figura 8.14d. Para calcular los giros &, By ¥ (que supondremos
positivos y el calculo nos confirmara si se parecen a nuestra intuicion de la figura) planteamos las siguientes tres
ecuaciones: angulo total girado, cero; desde 4, u,= 0y v,= 0:

1+B-y= 0
arleB-y 0=-0,1667
1x5+p>5= 0 ~ B=-13333
4 y =-0,5000

¢ 20+1x10+p5= 0
La Li., dibujada sobre ¢l eje de abscisas, se da bajo la propia figura 8.14d. Las ordenadas de los puntos de quiebro
seran: i(x=10)= 10xa= 1,667 mxt, i(x=15)=-y=x5= 2,5 m.

d) Para obtener el maximo momento positivo en B se colocaran las cargas puntuales de la siguiente manera: una sobre
el propio By la otra 2,5 m a su izquierda. Para obtener el maximo negativo, una sobre C'y la otra a su derecha (sobre
el tramo de menor pendiente). Los valores resultantes son:

My e P(v3+%v3) - 5833 mxt

My = P(vc+2—;5vc) =75 mxt
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Solucién 2: método ecléctico (recomendado)

Al dibujar las deformadas por el método indirecto se observa que estan compuestas por segmentos rectos, porque
son productos de giros ¢, [, ¥ por distancias, movimientos de solidos rigidos. El aspecto de cada una de las lineas
se puede dibujar a estima; todo lo que queda por conocer son las ordenadas en los puntos de quiebro. Estos valores
aislados se calculan con gran facilidad por el método directo.

Todas nuestras 1.i.'s tienen sus vértices sobre los puntos B y/o C. Todo lo que necesitamos, pues, es encontrar sus
valores para cargas unidad sobre estos puntos. Resolvemos las estructuras isostaticas de las figuras 8.14e y f. Las
reacciones verticales se calculan por proporcion inversa a su distancia a la carga puntual, como en una viga biapoyada,
ylas reacciones horizontales, anulando el momento flector enlarétula C. La figura 8.14eindica que lal.i. del momento
flector en B debe tener en B una ordenada de

1 10-2x5- 1,667
2 3

La figura 8.14f permite determinar:
—  Que la l.i. de la reaccion horizontal en A debera tener en C una ordenada de 1.

—  Que la l.i. del esfuerzo axil en C debera tener en C una ordenada de:

3
N.-=-1 cosd)—zsend) =-1,2298

3
NC+=—lcos¢—( Z_l) send =-0,7826

siendo ¢ la inclinacion de la tangente en C, sobre la que proyectamos para obtener los esfuerzos axiles.
El primer valor sale de considerar que la carga esta un poquito a la izquierda de C, por lo que el axil resulta
solo de proyectar las reacciones en D. El segundo valor resulta de considerar la carga actuando un poquito
ala derecha de C, por lo que la carga vertical fotal a proyectar sobre la tangente es la suma de la reaccion
vertical en D'y la carga unitaria exterior. El significado fisico del salto es, pues,  xsen ¢, el seno del angulo
de inclinacion de la tangente.

— Que la 1.i. del momento flector en B ha de tener en C una ordenada de:

1 10-1x5=-25
4

Ensefianzas:
—  Hemos comprobado otra vez que las L.i.'s de esfuerzos y reacciones en estructuras isostaticas son funciones
lineales por tramos como consecuencia de coincidir con deformadas compuestas por movimientos de sélido

rigido.
—  Hemos observado que en arcos isostaticos la aplicacion del método indirecto no es tan sencilla como lo fue

en el problema anterior, de viga continua.

—  Elprocedimiento mas sencillo ha resultado ser uno ecléctico. En él hemos dibujado a estima (por el método
indirecto) los tramos rectos de que se componian las 1.i.'s y hemos calculado por el método directo los pocos
valores concretos que necesitamos.

—  Conlal.i. definida por los vértices de la poligonal, resulta muy facil hallar los valores extremos de las reacciones
y esfuerzos (sin necesidad de acudir al método convencional).
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Figura 8.15
Estructura y soluciones del problema 8.8.3

Problema 8.8.3: L.i. de giro relativo en rétula
La estructura de la figura 8.15a consiste en una viga empotrada en su extremo A, apoyada en su otro extremo C
y que tiene una rétula en el punto intermedio B. Su seccion es constante, con rigidez EI= 100.000 txm>. Se pide:

a) Obtener la linea de influencia del giro relativo en la rotula B para una carga vertical hacia abajo. Se daran sus
ecuaciones analiticas y su representacion grdfica.

b) Determinar los valores mdximo y minimo del giro mencionado causados por una carga uniforme de 3 t/m que
puede extenderse sobre cualquier parte de la viga. (Examen febrero 96.)

Conviene recordar que las 1.i.'s de movimientos no son rectas ni siquiera en una estructura isostatica, como es la que
tenemos. Laregla para pintar la linea de influencia de un giro es pintar su equivalente, la deformada debida a un momento
unidad. Como aqui necesitamos lade &," -6, ", 1a deformada buscada sera la debida a una pareja de momentos M, = 1
con M, =-1 (figura 8.15b). Su aspecto sera el de la propia figura 8.15b.

b,) Encontrado su aspecto, podemos afirmar: (i) que no hay posibilidad de producir un &, negativo; su valor maximo
es, pues, cero; y (ii) que el maximo positivo se obtiene cargando toda la viga. En un examen pasariamos a resolver
la segunda parte por el método convencional; no correriamos el riesgo de que un error en la determinacion analitica
nos estropeara el resultado. Y eso también vamos a hacer aqui.

Lareaccion V.= 6 (figura 8.15¢) se calcula con la condicién de momento flector nulo en B. Llamando z a la abscisa
medida desde C, se tiene:

- eBx4+EiI [ Mizdz= 0

eB=-4LEI fo 2(62-1,522)zdz= 10,8x10 rad
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a,) Para calcular la expresion de la L.i. entre 4 y B elegimos el método directo. Colocamos una carga unidad en la
posicionx, dibujamos la ley de momentos flectores que resulta (figura 8.15d) y calculamos el giro en la rétula imponiendo
flecha nula en el extremo C:

1x 1
v.e-——x|12-—x|+0_x4= 0
¢ 2EI( 3) B

36x2-x3
0, (0<x<8)= ————
3 ) 24EI
Cuando la carga esta entre B y C, dibujamos su ley de flectores y usamos la coordenada z para escribir la ecuacion

de la flecha en C:

ve —Zgl 12-1g) 0 4+ L 2[1-2) 4=z 4-24-5)| + 2 2] 1-2]222- 0
2B 3 2E 4 3 28 4)73

a,) La ultima expresion algebraica resulta bastante complicada. Probemos el método indirecto. La ley de momentos
flectores para la carga de la figura 8.155 es la que se muestra en la figura 8.15e. La extension del cero sobre la rotula
tiende a cero y puede ser ignorada. La deformada del tramo BC puede considerarse que es la de una viga biapoyada
conun descenso v, del apoyo izquierdo mas un momento M,= I sobre el mismo apoyo. Calculemos primero es descenso
de B partiendo de 4:

vB= 11828+i8)<4= ﬁ
2El 3 FI 3EI

(Comprueba que este valor coincide con el valor 8,(x=8) encontrado antes.) Usando la misma coordenada z del caso
anterior y la formula (8.1-2b), la deformada es:

224z 1xA4-z)4+z)  432z+2°

v(z): =
3EI4 6x4El 24EI
432z+2°3
0. (0<z<4)=""
B( ) 24El

El primer término corresponde al descenso de apoyo, y el segundo a la flecha por el momento M,= /. Si se precisa
escribir la expresion en funcion de x, no hay mas que reemplazar z—~12 -x. Puedes comprobar numéricamente que
esta expresion da los mismos valores que la formula para calcular &, encontrada mas arriba.

b,) Conlas expresiones analiticas de lal.i. podemos recalcular el giro producido por la sobrecarga uniforme extendida
sobre toda la viga:

3 x=8 z=4
0, =" 36x2-x3)dx+ 432z+23)dz|=
Bmix 24EI[ rol e | (432222 }

= 3 (5120+3520)= 10,8x10° rad
24EI

Ensefianzas:
— Hemos comprobado que las l.i.'s de movimientos zo son rectas ni siquiera en estructuras isostaticas.

— Con solo el croquis de la linea de influencia, hemos podido determinar la distribuciéon pésima de la carga

—  Conocidaladistribucion pésima de la carga, hemos calculado su efecto por el método convencional sin necesidad
de obtener la expresion analitica de la 1.i.

—  Hemosdeterminado las expresiones analiticas de la 1.i. solo porque nos lo exigian. En el ejercicio profesional
no lo habriamos hecho.

—  Paradeterminar las diferentes expresiones analiticas de lal.i. hemos alternado los métodos directo e indirecto,
buscando en cada caso el mas eficiente.

— Al emplear el método indirecto, hemos calculado la deformada sumando las contribuciones de un movimiento
de solido rigido (tramo recto) con la de un momento en el extremo de la viga. Es conveniente aplicar con
soltura estas formulas (8.1-2) porque se usan muy a menudo en estas /ides.

— Hemos recalculado el efecto pésimo de la carga integrando las expresiones analiticas de la L.i.
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Problema 8.8.4: L.i. de cortante en viga continua

La viga de dos vanos de la figura 8.16a es de seccion 0 4 B C
constante. Para ella se pide: 47; ’4;

> > 0 >
a) Obtener la linea de influencia del esfuerzo cortante p 480 120 12m 4

en la seccion A para una carga vertical hacia abajo.

AQ,\L%

b) Determinar el maximo valor del esfuerzo cortante
negativo en A que puede causar una carga puntual movil
de25t.

paralelas

¢) Determinar el maximo valor del esfuerzo cortante
positivo en A que puede causar una sobrecarga
uniforme de 8 t/m que se puede extender sobre cualquier
parte de la viga.

b)
M

b,) El aspecto de la Li. del esfuerzo cortante en 4 se ' ’
muestra en la figura 8.16b. De ella se desprende que 9
larespuesta del apartado b) se obtiene colocando la carga
puntual justo a la derecha del propio punto 4. El Figura 8.16
momento flector negativo en B se calculara por las Estructura y solucién del problema 8.8.4
ecuaciones de compatibilidad de viga continua:

25%4,8x1,2x10,8 = M*6 _ Mx12
6x6EI 3EI 3EI

M= 7,20 mxt

El cortante negativo en 4 coincide con la reaccion en el apoyo O:

12 72_
Q= Vom 2552381

(La ordenada de la Li. sera 3,8/25). Este resultado nos servira de comprobacion mas abajo. El valor que solicita el
apartado ¢) se alcanza colocando la sobrecarga uniforme sobre OA4 y sobre BC. El calculo de la incognita hiperestatica
M es ahora més complejo, por lo que dejamos este apartado para calcularlo usando las expresiones de i(x) que nos
exigen.

a,;) Resolveremos por el método indirecto para mostrar como se genera la 1.i. de un esfuerzo en una estructura hiperestatica.
Como en el célculo de vigas continuas, independizamos ambas (figura 8.16c¢). Asi podemos dibujar con toda sencillez
lali. del esfuerzo cortante en 4 en el tramo isostatico. El otro vano queda sin deformar. Sin embargo, el hiperestatismo
exige dar continuidad mediante un momento en B. Este momento deformara ambos tramos hasta producir una deformada-
Li. con el aspecto de la figura 8.16b. El valor M del momento flector positivo en B sera:

1, M6 Mx12 . EI

6 3EI 3EI 36
Las ecuaciones de la l.i. seran:
— En 04:
- .3
i\(0<xs4,8)= Lo MOE—)6+x)  252-x
6 6x6 EI 1296
— EnAB:
j . _1296+252x—x3
i(4,8<x<6)=-1+i(x)= 22 22478
: ) () 1296
— EnBC:

x(12-x)(24-x)

i,(0<x<12)= 5502
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b,) Colocando la carga a la derecha de 4, el cortante negativo sera 25 xi,(x=4,8)=-3,8 t.

¢) Extendiendo la sobrecarga uniforme en OA4 y BC se obtiene:
0:- 3( [*i e [ 12i3(x)dfx) - 8(2,1376+2,0000)= 33,1 ¢
0 0

a,) Las i(x)'s se obtienen también con facilidad por el método directo. En ¢él colocamos una carga unidad en OB a
la distancia x de O, calculamos el momento hiperestatico M(x) (supuesto negativo) en B de la siguiente manera:

Ixx(6-x)(6+x) _ M(x)x6 _ M(x)x12

6x6 EI 3EI 3EI
.2
M) x(36-x°)
216

(Esta seria la primera expresion de la 1.i. del momento flector en B.) El cortante en A buscado coincide con ¥V, —1
cuando la carga unitaria esta en [0,A"] y con V,, para x€[4",B]:

(0sx<4,8) 0,()=- ( - %] _ Méx) e 2512;9_6xs
(4,8<x<6) Q,(x)=- ( 1_%] - Méx) - - 12961;29562x—x3
Cuando la carga esta en el vano de la derecha, se tiene:
Mooy X12-94-3)
432
(0sx,<12) Q,= Méx) _ x(12-23;)9(§4—x)

Ensefianzas:
— Un croquis a estima de la 1.i. ha sido suficiente para encontrar las posiciones pésimas de las cargas.
* El croquis de la l.i. se realiza siempre con las reglas practicas del método indirecto.

—  Hemos hallado las expresiones de la 1.i. de un esfuerzo en una viga continua hiperestatica por los dos métodos:
* el método directo parece mas comprensible;
* para el método indirecto hemos aplicado el truco de:
» independizar los tramos,
> obtener la Li. deformando el tramo isostatico, y
» corregirla para darle la continuidad necesaria

—  Unavez obtenidas las expresiones analiticas de la 1.i. (que nos exigian) el calculo de los esfuerzos pésimos
ha resultado mas sencillo aprovechando dichas expresiones.
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Problema 8.8.5: L.i. de axil en tirante

La viga biapoyada AB de la figura 8.17a, de rigidez EI= 10° txm® estd S

atirantada en C con un tirante CD (figura 8.17a) de rigidez EA= 6000 t. D

Se pide: -
a) Obtener la ecuacion de la linea de influencia del esfuerzo axil en el tirante A E a) B
para una carga vertical hacia abajo que recorra la viga.

b) Comprobar la ecuacion anterior poniendo una fuerza unidad en C. . 10m 10 3
¢) Calcular el valor maximo del axil en el tirante cuando recorre la viga
un trende tres cargas de 10t separadas 1 m entre si. (Examen febrero 95.) s
La viga es hiperestatica de grado 1 como consecuencia de tener la
redundancia del cable, cuyo alargamiento (por esfuerzo axil) ha de ser
compatible con la flecha por flexion de la viga en el centro. Cleable
v
¢,) Enlavida profesional hariamos el croquis de lalinea de influenciacomo ~ /N\~__""| =7 EJ:
en la figura 8.17b, obtenida cortando el cable en C'y aplicando una fuerza ’ g ’
P que consiga que, comprimiendo el cable y flectando la viga, los puntos
C del cable y C de la viga se separen 1 metro-muy-pequefio. (No hay Figura 8.17
inconveniente en suponer comprimido el cable: es sdlo un artificio de calculo Estructura y diagrama del problema 8.8.5

para obtener una supuesta deformada que coincidira con la Li. verdadera.)
A la vista del croquis, colocariamos las cargas puntuales centradas en C'y obtendriamos el esfuerzo axil en el tirante
de la manera convencional. Con trucos de profe repelente, se abreviaria de la siguiente manera.

Tomamos como incdgnita hiperestatica el esfuerzo axil en el cable, V. =T, supuesto de traccion en el cable y hacia
arriba en la viga. Para ser consistentes tomaremos como positivas las flechas hacia arriba:

o L) s
EA4 cable

Calculamos las flechas en C'y en E (1 m a su izquierda) para una carga unidad hacia arriba en C (en seguida veras
para qué nos va a servir la segunda):

PL3
48 EI

1x10x10x30 15
c 10-
6x20EI 2 EI

10%10: 1,6667x107 m

919- 1,6425%102 m

_ 1x10x10x309_1( 9 5]
3

A%
E 6x20El 2\ 10 EI

Por reciprocidad, la flecha calculada en E para una carga puntual en C (que no necesitdbamos) es igual que la flecha
en Cparauna carga puntual en £ (que si necesitamos). Por consiguiente, para las tres cargas puntuales de 10t separadas
un metro y centradas en C, se tiene v.=-10x(v"""+2v, ). La ecuacién hiperestatica es:

(1,6667+1,6667)T= 10(1,6667+2x1,6425) —T= 14,855 ¢

El cable queda con un esfuerzo axil de traccion de 14,855 t.

a,) Por el método indirecto necesitamos calcular la hiperestatica V. =T (hacia abajo en la viga, hacia arriba en el cable)
que separa los labios de C 1 metro-muy-pequeiio. (Ahora, por consistencia, los desplazamientos positivos se miden
hacia abajo). Con los calculos anteriores, resulta:

(1,6667+1,6667)x107 Ve=1 = V.= 300 ¢

La linea de influencia coincide con la deformada de la viga inferior para una carga puntual en C de 300 t hacia abajo.
Esta es (con flechas positivas hacia abajo):

ioye 300101030 11505 1 _ s 5 )y
6x20EI 2 EI 3
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a,) Por el método directo la linea de influencia es la T(x) calculada como en el preambulo del problema. La flecha
en C debida a una carga unidad en x coincide con la flecha en x debida a una carga en C, esto es, el - 1/300 del valor
anterior:

75x-0,25x3
300
T(x)= (75x-0,25x3)x1073

(1,6667+1,6667) T(x)=

b) Poniendo una fuerza unidad en C, la tension en el cable resulta de la ecuacion:
(1,6667+1,6667)T= -1,6667 =T= 0,5 ¢

que coincide, naturalmente, con i(x=10).

¢,) Empleando la ecuacion de la Li., el esfuerzo axil méximo serd /0= [i(x=9)+i(x=10)+i(x=11)] = 10x[i(x=10)+2i(x=9)] =
10x(500+2x492,75)x107= 14,855 t.

Ensefianzas:
— Parainstalar la protesis de esfuerzo axil en un cable es preciso imaginarlo trabajando a compresion. No hay
inconveniente en ello: es s6lo un truco de calculo.

—  Fue fécil dibujar a estima la L.i. usando la regla practica del método indirecto

— El croquis de la l.i. ha bastado para poder
» encontrar la posicidon pésima de las cargas y asi
» calcular el esfuerzo pésimo en la estructura por el método convencional
sin determinar la expresion analitica de la 1.i. Por ello recomendamos determinar la i(x) s6lo en los casos
de necesidad ineludible (como era la exigencia explicita del problema).

—  Hemos visto los dos métodos de calculo de la L.i. para el caso de un esfuerzo axil en una estructura hiperestatica.

— Hemos aprovechado el teorema de la reciprocidad para simplificar algunos calculos.

Problema 8.8.6: L.i. de momento flector en viga continua 20t 20t
Determinar el mdximo momento flector negativo que puede aparecer 2m z
sobre la viga continua de la figura 8.18a (de rigidez constante) i i C
cuando la recorre un tren de cargas formado por dos fuerzas — —
verticales de 20 t cada una separadas 2 m entre si. AN AN

Solucién profesional a)

Elméximo momento flector negativo debera aparecer sobre el apoyo

intermedio. Porello en la figura 8.185 dibujamos la l.i. del momento

flector sobre el apoyo intermedio instalando la protesis )
correspondiente. La deformada consiguiente ha de cumplir, pues, A\ Ly~ rad

que 8,7 - 0,'= I radian-muy-pequefio. Esto lo conseguirn los vanos b) Lmo, e
ayudandose mutuamente, prestandose un momento flector M que

haga efectiva dicha malformacion. Figura 8.18
Estructura y Li. del problema 8.8.6

El vano mas peligroso serd el mas largo. En éste, el giro sobre el

apoyo izquierdo que recibe M sera el doble que el giro sobre el apoyo derecho. Esta consideracion permite estimar
que la maxima flecha no estara en el centro del vano sino a su izquierda. Decidimos colocar las cargasa3y5Sma
la derecha del apoyo central. Tomando como incognita hiperestatica el momento flector M” sobre dicho apoyo, igualando
giros a la izquierda y a la derecha de B, resulta:

_M'x5 _ M'x7_20x2x5x12 _20x4x3x10
3 3 6x7 6x7

M'= 28,57 mxt

Queremos diferenciar claramente este momento, que serd el real para las cargas en las posiciones escogidas, del anterior, que es el que usaremos
mas adelante para determinar las i(x) de la Li.



§8.8 Problemas de lineas de influencia 8.29

Solucién académica

Para hallar el maximo valor analitico (y no una aproximacion al mismo, como en el apartado anterior) necesitamos
conocer la ecuacion de lal.i. para encontrar los extremos de i(x) +i(x+2). Conociendo el aspecto de la .i., que dibujaremos
lo primero, como en la solucién anterior, y sabiendo que el vano mas peligroso es el derecho, hallamos la ecuacion
en este vano. El valor de M que hace cuumplir la condicion de protesis 0,°-8,/= 1, es:

Mx7 . Mx5 _

M= 025EI
3EI 3EI

Laecuacion de la deformada del tramo derecho bajo el efecto de este momento es (tomando como variable z la distancia
al apoyo derecho, que hace la ecuacion mas simple):

_0,25EIz(7-2)(T+2) _ _ 2(49-z2%)
6x7EI 168

i2(Z) =

Colocando una carga del tren en la posicion z= a y la otra en z= a+2, el valor del momento flector negativo maximo
sera:

_20

22 a(49-a%)+ @@+ 2)49- (a2}

El méaximo del valor entre corchetes se tiene para 6a°+12a —86= 0, lo que resultaa= 2,916 m, (cargas a2,084 y 4,084 m
a la derecha del apoyo central). El méaximo correspondiente es M= -28,59 mxt. '°

Ensefianzas:
— En problemas de encontrar valores pésimos es siempre necesario realizar un croquis de la 1.i. apropiada,
tanto si se busca una solucion satisfactoria como una solucion exacta.

—  Cuando se busca una solucion exacta puede ser necesario determinar la ecuacion i(x) de la 1.i. para encontrar
con precision académica las posiciones pésimas de las cargas. En el ejercicio profesional esta exactitud puede
no ser necesaria.

—  Hemosobtenido lal.i. de un momento flector en una estructura hiperestatica intraslacional. Lo hemos hecho
con facilidad:
» utilizando el método indirecto para dibujarla,
. utilizando el método de viga continua para obtener su ecuacion (también por el método indirecto), y
» midiendo la abscisa de la ecuacion desde el lado opuesto al que actua el momento deformante.

Problema 8.8.7: L.i.s de momento flector y flecha en viga continua
Laviga continua de la figura 8. 19a, de seccién constante BI=50.000 txm?’, puede estar sometida a una carga repartida
de 4 t/m que puede actuar en cualquier zona(s) de la misma. Se pide:

a) Razonar qué zona(s) debe ocupar la carga para que produzca el maximo momento flector positivo en el centro
del vano BC, y determinar su valor.

b) Razonar qué zona(s) debe ocupar la carga para que se produzca la maxima flecha hacia arriba en el vano AB.
Se determinard ademas, el valor de dicha flecha mdxima y el punto en el que se produce. (Examen junio 95.)

a) Enlafigura 8.195 se hace un dibujo a estima de lal.i. del momento flector en el centro del vano BC, como deformada
de la estructura cuando se fuerza la colocacion de la protesis correspondiente en dicho punto central. Este croquis
es suficiente para encontrar que el maximo momento en el punto medio del vano central se obtendra cargando solo
este vano. Hacemos esto y calculamos el momento flector en el centro de la manera convencional, resolviendo la
viga continua. Tomamos como incégnita hiperestatica el momento flector sobre un apoyo intermedio (son iguales,
por simetria). La ecuacion hiperestatica resulta de igualar los giros a izquierda y derecha del apoyo intermedio:

10 En la solucion profesional fuimos sospechosamente afortunados en la colocacion de las cargas. Es interesante, sin embargo, notar que
si en un problema de méximo (o minimo) nos alejamos Ax de la abscisa correcta, el resultado sera erréneo en una cantidad del orden de (Ax)”.
Asi, tomando a= 3,5 m, con un error del 20%, sale un momento de M= -27,59 m xt, con un error del 3,5 %, eso si: del lado contrario a la seguridad.
En cualquier caso, conociendo el aspecto de la Li., dos o tres hipotesis de carga —que en el gjercicio profesional nos resolvera el computador con
toda rapidez— seran suficientes si se tiene idea clara del aspecto de la Li.



8.30 Reciprocidad y lineas de influencia

A B c D
/ a / /
2 + Hm o -

b) 1 rad

A LT AL A

Figura 8.19
Estructura y L.i.'s del problema 8.8.7

_ M6 _M10 _M10_4x10°

20 M= 23,81 mxt
3EI 3EI 6EI 24EI

El momento flector en el medio del vano central es gL*/8 M= 26,19 mxt.

b) En la figura 8.19¢ se hace un dibujo a estima de la linea de influencia de la flecha en "algun punto" del tramo lateral
izquierdo como la deformada de la estructura cuando se aplica una carga vertical unidad en "ese algin punto”. Este
croquis es suficiente para determinar que la maxima flecha hacia abajo se obtendra cargando hacia abajo en los vanos
laterales, y la maxima flecha hacia arriba, cargando hacia abajo en el vano central.

Lahipétesis de carga es, pues, la misma del apartado a) anterior. La deformada del vano lateral se debera al momento
M sobre el apoyo, calculado antes. La ecuacion de esta deformada se di6 en (8.1-2). El maximo esté en x= L/v3 'y
vale ML*/9v3EI= 1,10 mm.

Ensefianzas:
— Para calcular efectos pésimos hemos tenido que usar las lineas de influencia correspondientes.

— Para hallar las posiciones pésimas de las cargas, esta vez ha bastado con croquis a estima de las L.i.'s.
—  Loscroquisaestimade las 1.i.'s resultaron, como siempre, de aplicar las reglas practicas del método indirecto.
—  Unavezencontradas las posiciones pésimas de las cargas, las magnitudes de los efectos pésimos se determinaron
mediante el método convencional, sin emplear las ecuaciones algebraicas de la linea de influencia. {Nos

hemos ahorrado de calcular dos funciones i(x)!

—  Paraobtener la deformada debida a un momento en un extremo, usamos la misma formula que para obtener
el giro debido a una carga puntual.



9 Meétodos energéticos

9.0Predmbulo, dbjetivosy contenido

Tresvias
Losproblemasde Mecanicadel solido, seaésterigidoo deformable, lospodemosresolver detresmanerasdistintas:

— Mediante ewiadones:
» de equili brio newtoniano de fuerzas, mas
» de compatibili dad en deformadones.
Lo malo es que estas eaiadones n vedoriales.

— Maediante d principio de los trabgjos virtuales, que se glicade dos maneras distintas:
. si el equili brio de fuerzas esté garantizado, la compatibili dad se impone mediante desplazamientos
virtuales compatibles con los enlaces exteriores;
e s lacompatibili dad esta garantizada, €l equili brio se fuerzamediante variaciones arbitrarias de
las fuerzas.

— Mediante principios energéticos, como el de mnservadén y otros de minimo, que veremos; los cuales
conducen a eaiadones escdares. Este tercer métodoes el que nos ocupa en este caitulo.

Objetivos Contenido

General:
— Aprender aresolver problemas estructur ales mediante métodos energéticos

Espedficos:
— Saber evaluar la energia de deformadon de una viga tanto en términos de
+ tensiones o esfuerzos:
» energia dastica @mplementaria, como de
» deformadones o movimientos:
» energia dastica
Saber usar el principio de mnservadén de la energia para cdcular algunos
MOVIMIENIOS. . . . oot ottt ettt e e e e .
Conocer el segurdoteoremade Castigliano y saber usarlo para cdcular movimientos.
Conocer € teoremade lafuerzaunidad y saber usarlo para cdcular movimientos.
Conoce € Principio de la Minima Energia Elastica Complementaria,
e saber aqué ewiadones sustituyey
» saber en qué problemas = puede glicar,
» saber usarlo para cdcular reaccones hiperestéticas.
Conocer € Principio delaMinima Energia Potencia Total,
e saber qué términostiene,
» saber aqué ewiadones wstituye,
» saber en qué problemas % puede glicar, y
e saber usarlo para cdcular los movimientos de aualquier estructura.
Conoce el método ck Rayleigh-Ritz para cdculo de estructuras:
» saber en qué problemas = puede glicar;
e conocer susingredientes:
» funciones aproximantesy
» criterio de optimizadon;
saber como se traducen aférmulas las energias:
» dadticay
» potencial;
conocer de aitemano el aspedo del sistema de eaiadones resultante;
conoce el grado ce groximadon de los distintos resultados (movimientos,
tensiones, ..)




9.2 Métodas energéticos

9.1Energias elasticay elastica complementaria

Ejemplol: Energia en barr a

Empecenospor unabarraderigidezaxia constante EAy longitud L sometidaaunacargaP enlapunta. Calculemos
el desplazamiento de su extremo mediante conservadon de laenergia. El trabajo externo esT.= ¥2P.u,. (Yasedijo
en 88.1 que el fador Y2 resulta de que aplicamosla carga P lentamente, credendo desde cero hasta su valor final P
y por consiguiente ug varia también lentamente desde cero asu valor fina ug.) El trabgjo interno es el queredizan
en cada rebanada | os esfuerzos axiles N= P:

112 1L 11,0 171, N 1P%L
9.1-1 T= =| "NA(dx)= —| "Nedx= —| N—dx= —| N—dx= ——=
( ) ! zfa (@) Zfo Zfo E Zfo EA 2 EA
Igualando este trabajo al externo resulta uz= PL/EA.
Ensefianzas:
— Hemos obtenido ug sin hace ningura nsideradon sobre lareladon cinemética entre 8 y las
deformadonese.

— El movimiento caculado con extrema fadlidad ha sido el novio de lafuerza glicada. Para otros
movimientos el cdculo no es tan sencill 0.

Energia por unidad de volumen
El gemplo nos diceque la eergia déastica aemulada en urarebanada demental de volumen A.dx es aN?dx/EA.
La energia por unidad de volumen sera

2
Energia por unidad de volumen= 1N _ 1o leo
2EA* 2E 2
Parecenatural escribir que la energiainterna dmacenada en uncuerpo sera:
. 1
9.1-2 i = — 1
( ) Energia interna 5 f f f V(oe+t v)dVo
Aqui, seglinreemplacemos o por E€ 6 € por dlE (y 7= yG 0 y= 7/G) resulta:
. 1
9.1-33) Energia elastica= — 2+Gy?*)dVol
( ) nergia elastica fofV(Ee +Gy )d i
o}
. 1 o2 12
9.1-3b Energia elastica complementaria= — —+—|dvol
(9.1-3b) g p Sl [ - G)

Paramaterial lined (E y G constantes) losdosvalores de laenergiael asticasoniguales; ladiferenciaesacalémica;
sin embargo, sus usos on distintos. La primera se formula en términos de movimientos; la segurda, en términos
defuerzas.

Expresiones ¥4 2/k o ¥ku?

En un muell e elastico de constante k, la energia¥4f.u se puede expresar en funcién del movimiento (reemplazando
f por ku) como ¥k.U% o en funcion de la fuerza (remplazando u por f/k) como Y4f 2/k. En ambos casos son
expresiones cuadraticas, como corresponde a escd ares esencial mente positivos. Esperamos que las expresiones en
funcion de los esfuerzos M y N sean del mismo aspedo, esfuerzo a cuadrado patido pa rigidez.

Energia en la rebanada elemental

En Resistencia no trabajamos con tensiones y deformadones «al por menor» sino con paguetes de tensiones N, M
y sus correspondientes deformadones €, . Y siempre despredamos las deformadones por tension tangencial, .
Veamos como resultan las expresiones de la energia en funcion de los esfuerzos:

2 2
fL N M4 s
2Jo\ EA? EI?

En donde hemos hecho uso de que laintegral de b(y)dy es el areaA; lade b(y)y?dy esel momento deinercial, y la
de b(y)ydy, nula porque es el momento estatico de la secdadn respedo de su ¢.d.g., por consiguiente:

2 2
(9.1-4) EEC- L [ N M5
2 \Ed EI

EEC- —ff—dxa,'yb(y)— I [fy - é[j ];4) b))y |d




§9.2 Teorema de Castigliano 9.3

Observa: (i) que nosredirmaen € término del esfuerzo axil encontrado antes, y (ii) que sale sumasimétricade
términos cuadraticos, como conviene a una cantidad que es esencialmente positiva. Si consideraramos energia
consumida en deformar por cortante o por torsor, afiadiriamos términos del mismo estilo, Q4/GA, y M&GJ,
respedivamente.

Paralelamente, la energia dastica(propiamente dicha, en funcion de movimientos), seré&
11 2 11 du)’ dx

9.1-5 EE= — EIyldx= —| |EA| =| +EIl — | |&

029 1 ne e 3 oo )] 23

dx2
Ejemplo 2 flechaen viga
Usemos los conocimientos adquiridos paracdcular laflechaen € punto medio de unaviga on ura cagaP en €l
punto medio M. Los trabajos on:

1
Te= EPVM
(9.1-6) 2 23
I.i: szLDM(x)zdx: i £ fL/2x2dx: P*L
2EI Jo EI\ 2 0 96 EI

Igualando ambos valores £ encuentra d valor corredo dev,, .

Ensefianzas:
— Hemosobtenidov,, sinhace ninguraconsiderad6n sobrelareladén cineméticaentre él y las curvaturas ,
e ni siquierahemos tenido que empeza cdculando €l giro en el apoyo.

— Sin embargo, este procedimiento solo nos vale para cdcular el movimiento novio de una carga dada. No
tenemos ni ideade admo cdcular, p.e., €l giro en el apoyo. Para esto pasamos al siguiente gartado.

Resumen
— Hemosmostrado que ciertos desplazamientos se pueden cdcular mediante la ewiadon de la mnservadon
dela energia,
e peroesta esunalnica eciadon escdar
» y solo nos permite cdcular e movimiento novio de una Unica caiga aduante.

— Hemos encontrado las férmulas de la energia de deformaa én:
e deunaparticula demental:
» enfuncion de lastensiones
» o0 enfuncion delas deformadones
e deunarebanadadeviga:
» enfuncion delos esfuerzos
» 0 en funcidn de sus paquetes de deformaaones:
o curvatura
o gargamiento medio o cel c.d.g.

9.2 Teorema de Castigliano

Energia elastica complementaria

Unaformaalternativade cdcular laenergia elasticaamacanada es apartir del trabajo exterior. Consideremos una
estructura sometida a n cargas puntuales P, que producen bajo sus pies los movimientos novios v, . (Estos
movimientos no serén verticades en general, sino coincidentes en direcdonesy sentidaos con las cargas P, ; serén
giros en aguell os puntos en que las cargas aplicadas £an momentos.) La energia déastica es:

(9.2-1) EEC- %Pivi: %(P}{v}
Piensa en la derivada de EEC con reladon auna cierta P,. No es Y2y, en contralo que pudiera parece porque los

movimientosv; son funciones de todaslas cargas P,, P,,...P,,, vi= Vi(P,) y esto hay que tenerlo en cuentaal derivar.

Estas funciones seran ures reladones linedes de flexibili dad vi= c; P,, 0 en lenguaje matricial:

(9.2-2) {v}= [cl{P}
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o siendo [c] unamatriz de flexibili dad, smétrica por razones de redprocidad. Resulta:
(9.2-3) EEC-= P, P 1(P>[c]{P}
Igual que a derivar lafuncion y= ¥x.c.x resultay’ = c.x, a derivar e escdar E= Y<x>[c]{x} conrespedo acada

unade las componentes x. del vedor {x} resultan las n derivadas {E'}= Y4 c+c"|{x}. Si lamatriz [c] es simétrica
resulta{E’}= [c]{x}. Sabiendo esto y (9-3-2) resulta:

O0EEC
(9.2-4) { ) } [c|P}= W}
Cada componente del vedor de laizquierdaigual a cala componente del vedor de laderecha, es dear
(9.2-5) OEEC_
oP,

guenosdalavali osareglade Castigliano paracalcular un movimiento: derivar laenergiaelasticaconrespedo
a su carganovia. Si no tienes carga novia, te lainventas con todoel morro, como veremos en seguida.

Ejemplo 3 igual al 2
En la eauaddn (9.1-6), para obtener v,,, en vez de iguaar € T, ala EEC, podemos aplicar v,,= cEEC/AP, y
jobtenemos |o mismo!

Castigliano nos da mucho mas

Igualandolostrabajosexterno einterno obtenemosunadnicaeauad on. Si contienemuchascargasexteriores, Fuente
Ovejuna: no podemos separar lainfluencia de cala una. Castigliano, en cambio, nos da tantas ecuadones como
cagas exteriores. todas las que acetdramos adesea.

Ejemplo 4, sobrepasa a 2

Queremos cacular el giro 8, en el apoyo delavigacon carga P en € purto medio, que antes nos inquietaba. Para
ello nosinventamosunacarganoviaM,, y mantenemoslacargared P en el centro. A laley de momentosfledores
de antes tenemos que dladirle la crrespondiente a ste momento fantasma:

M(x<LI2)= %%—M [ 1- L)

MesL2)= PE1-%|_p ) 1-%
2 L L
La energia désticaresulta:

EEC- L "Z[PLE _M1- E)}Ld&

PL( o\ _ar(1-E\
Ll (18110 145

2EI 1/{ 2

Aqui tenemos das opciones:. derivar con reladdn aM, antesdeintegrar o despuésdeintegrar. Resultamucho mejor
derivar antes porque inmediatamente después vamos a hace M,= 0 y nos cargamos unos cuantos términos que de
otro modointegrariamos indtil mente:

_ OEEC _ 12| PL B
% T, — [ e (1-8)(1-g)Lat-— [ ZL1-5)-1- e)}m E)LE

Estaformula separa cuanto giro provienedelacargared Py cuanto delavirtual M,. Prescindiendo de esta Uit ma:

12 __P_L2 1.1 =_PL2
£f1- Edgf (1-gp ]' 2EI(12 24] 16 EI

A 2EI[

Resumen
— Castigliano nos damés eauadones para cd cular movimientos que la simple de mnservadén de la energia
e Que solo nos permitia cdcular € movimiento:
» novio
» paraunaunica caiga atuante.
— El teorema 2° de Castigliano nos permite cdcular:
e cualquier movimiento,
» Novio ono;
e para aalquier conjunto de cagas aduantes,
» peroesnecesario introducir una caga noviavirtual del movimiento buscado,
» yminimizar la energia dasticapara esa caga.
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9.3Teorema delafuerza unidad

Sistematizacion

Necesitamos aprender aefeduar estos cd cul os de manera automéaticaparano errarlos. Veamoslaférmulageneral.
Tenemos una estructura con unas ciertas cargas exteriores gue le producen unaley de momentos fledores M(x)©?.
En esta estructura queremos cdcular un cierto movimiento v, de un punto C. Para dlo afladimos a las cargas
exteriores la @rga novia de v, ala que llamaremos V... Una carga V.= 1 produce sobre la estructura unaley de
momentosfleaoresM(x)"."?. Lacargatotal V.. produciraM(x)= V. M(x)=Y, Estaley, sumadaaladelascagas
exteriores, dalaley total: M®9(x)+V,. M(x)*=Y, De awerdo con Castigliano:

) SEEC]| _ 1 3] - e H _
v Sy | " 2mav f (M(x)( D+ ¥, M(x)"e )de o
-

1 o Ve=1) Ve=1) _ 1 ex Ve=1)
T A L R T Ul

Nos quedamos con €l final:
(9.3-1) vo= - (M) M) g
¢ E

Y estarecdafina (en vezdetodoel montgje del g emplo 4) eslaque necesitas saber para cacular movimientos:
un cierto movimiento de una estructura se calcula como la integral, dividida ce El, de dos leyes de momentos
fledores: (i) la de lascargas realespor (i) la de argaficticia uridad que esnovia del movimiento buscado.

I nterpretacién fisica

En el plano fisico, si conocemos el movimiento red de un punto C, vedor v, , hallamos su componente sobre una
ciertadirecdon u, vedor unitario, mediante un producto escdar v..u. En el plano energético, la cagas exteriores
vienen representadas por suley M(x)®?; queremos cd cular cuénto movimiento dan sobre el vedor v, representado
por laley M(X)."Y. El producto escdar de anbas funciones nos resuelve d problema:

Vo= Ei]<M(x)(ext)® M(x)(VC: 1)>

Rigor
En rigor utilizamos la ley de airvaturas y(x) de la A R B R k-)Mc
cagaexterior, quevale, por ggemplo, para curvaturas /A ' )
térmicas (que no provienen de M(x)©9): \2V%s @) ML e
— o L2 12 2MJ/L
ve= (t@eOME ™) M,
Mcx/L “rz.
970
Otrasacdones
Si setratade esfuerzos axil es o dil atadones térmicas, b) T\Bﬂ M
la expresion paralela seré& ;
( y = i A
e ot § T,
© e Yo 9 F7/ v
-2 2/L

Ejemplo 5 Pasamosdelarétula S~

277
Recdculamos los movimientos del gemplo 4.3.7: /L s £ vZ)

M _
0, M - ?
Figura9.1
_ McL fl(—5)2d§+fl(—1+25)2d§]= Célculo de movimientos en viga @n rétula
EI 0 o
_ Mclf1 1) 2McL
EI {3 3 3EI

cdculado sin necesidad de pasar por la odiseade obtener € giro en larétula.
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Paracdcular € giro en larétula es predso tener inspiradon para encontrar que su carga novia unidad esla pargja
de momentos de lafigura 9.1c, cuyaley de momentos % da en lafigura 9.1d.

_ ML 1, _ -1+ 9 _
0= ——| [ (-26)-E)d+ [ (- 1+26)(-2+26)d |-
= MCL(Z 1]= ML

Resumen
— El teorema de lafuerzaunidad:
» dalarecdafinal del cdculo de un movimiento pa el método ck Castigliano,
» como € producto escdar generalizado (integral de dos funciones)
» delasdeformadones de rebanada que producen las cargas aduantes
» por los esfuerzos novios de la caga novia unidad del movimiento buscado

9.4 En fuerzas, teorema dela minima EEC

Hiperestatica reinterpretada
Laestructuraconreacgoneshiperestaticasdelafigura9.2a
puede ser reinterpretarse omo la isostética de la
figura9.2b si bien afedada por dos grupos de cagas bien
distintos: las P’s, conocidas, y las hiperestaticas H,,, V; ¥
M, desconocidas. Para determinar éstas, cdculariamosla
energia el asticacomplementaria con sus magnitudes como
incognitas y resolveriamos:

Figura9.2
OEEC 0 Estructura hiperestética eisostética aociada
u = ——
4 8H, P,u
041 , . OEEC_
(94-1) By,
6.~ PEEC_
oM,

Cualquieraquete vearesolver el sistemaanterior dird que estas buscando unmaximo
ounminimo delafuncion EEC. Lossabiosdicen quedeentretodaslasformasenque
unaestructura puede estar en equilibrio, la verdadera (la que awumple ademas las
condiciones de mmpatibilidad en movimientos con sus enlaces exeriores) hace
minima la energia elastica complementaria. Reauerda: para aplicar este principio €l
equili brio tiene que estar garantizado.

Figura9.3

Hagamos una porr a Ejemplos6y 8
Una fuerza P= 100 kN adua sobre dos muelles de rigideces Tabla91
k= 25.000 y k,= 35.000kN/m. No tenemos ni ideade cuanta Porra de |as fuerzas en los muell es
fuerzaN, sellevacadauno pero el sentidocominnosdicequela N
sumasera 100, s uno selleva 60 €l otro se llevara 40, etc. (que Al y Apuesta 1?/00EE/C'
es la eauadon de equili brio implicita en la figura 9.3b) . Entre umnora N N 2‘?1\163 K
varios alumnos hacen ura porra paraver quién se acecamas a L 2
la sol gcic')n verdadera. En la tabla 9.1 tienes sus apuestas; I,a 1 40 60 83,429
mayoria ha comprendido, corredamente, que d muelle mas
rigido se llevara més. No saben cémo cdcular el resultado 2 30 70 8s
corredoy, sin embargo, saben quién se aproximé més: aquél que
dio la energia dasticamenor. 3 45 65 100857
El resultado corredo habria sido 41,667y 58333 kN con una 4 55 65 120857

s :
EEC de_83,333><10 kNxm. Pero no es predso saberlo para dar 5 50 50 85714
el premio a alumno/al.




89.5 En movimientos, principio dela EPT minima 9.7

Ejemplo 6 muellesen serie
Si en el problema anterior sabes plantea el equili brio pero no, la compatibili dad, acudes a minimizar la EEC:

EEC= lN_lz + l_(P_NJz

2k 2 k
minimizadon que te dala ewiadon de compatibili dad:
N, P-N,
kl k2

que expresa que el movimiento u del extremo comin de los muell es ha de ser e mismo (y te confirma que debes
repartir lafuerza an partes proparcionales alarigidezde cala muelle).

Resumen
— Enlos problemas planteados en fuerzas, partimos de una estructura isostéatica
e cuyo equili brio esta garantizado, y
e tratamos de imponer la compatibili dad hiperestética aulando ciertos movimientos
» absolutoso
» relativos
« mediante reacg¢ones exteriores 0 esfuerzos internos hiperestaticos.

— La compatibili dad de movimientos con las coacdones s puede imponer de dos maneras:
» anulando los movimientos incompatibles con los enlaces mediante reacdones hiperestéticas,
» que onduce a enadonesvedoriaes, o
e minimizando la energia déastica mmplementaria
» quenosdalas necesarias eauadones escaares.

9.5En movimientos, principio dela EPT minima

Ejemplo 7: e mismo 1 con otrasincognitas
Volvamos sobre la barra fija en su extremo A y con una carga P en su extremo B del ejemplo 1. Ahora no le
pondremos una carga P sino un movimiento U, a este extremo. La barra se aargara uniformemente e= ug/L.
Hagamos un computo de los trabajos:

T - %PuB

(9.5-1)

2 2
T= lfLEAezdx= lfLEA 5| go= Lpyg¥s
2J0 2J0 L 2 L

Igualandolos trabajos s obtiene @ valor de ug en el equili brio. Observa que en ninglnlugar hemos hedho uso de
eauaddn algurade equili brio f= f..

Variacion del movimiento

A partir de esa posicidn de equili brio demos una variadén pequefia Aug, a movimiento sin variar la carga P. El
nuevo trabgjo externo total serd T+ AT = ¥3P.u,+PAug. Enel nuevo término no apareceel fador Y2 porquelacarga
ha permaneddo constante. El nuevo trabajo interno ser&

2 2
uB+AuB] _ 1., upAug

_1pe
(9.5-2) T+AT= 2fa EA[

Como antes teniamosT,= T,, ahorasetendra que verificar AT= AT,. Efedivamente igualando estas variadones se
vuelve aobtener €l valor de ug:

A
(9.5-3) o i 18

= PAu,

gue vuelve adarte el valor corredo de ug en el equili brio. Es muy importante observar cdmo hemos Il egado aesta
ealadon. Acabamos de dedr AT= AT, y no dT= dT.. Si severificadT,= dT,, pero AT,= 2.dT, porque en buena
l6gicasi T,= ¥P.u, setendriadT,= ¥4P.du, cuando redmente se obtiene AT .= P.du.



9.8 Métodas energéticos
Principio dela energia potencial total minima

Laeauadon anterior diceque en laveandad del equili brio dEE= dEP entendiendo por EE laenergiaelésticay por
EP la energia patencial, producto de lafuerzapor su desplazaniento, sin el fador ¥ Si Ilamamos EPT, energia
potencial total, aEE-EP, en el equili brio setiene JEPT= 0, 0 seaméxima o minima. Los sabios demuestran que
es minima. El principio se enurcia de la siguiente manera: de entre todas las configuraciones deformadas de una
estructura compatiblesconlosenlaces producidas por unasciertascargas, la verdadera, la que satisfacetambién
el equilibrio, hace minima la energia paencial total. Este principio permite una teoria unificada de todas las
eauadonesdelaMecanicade solido; por eso |los programas de elementosfinitos, que emplean este principio, valen
paravigas, placa, laminas, vigas flotantes, pandeo, nolinedidades,..., |0 que busgues.

Interpretacion grafica

El trabajo externo dela eauadon (9.5-1) crecelinedmente con ug; €l
interno (en lamismaeaiad6n), seginunapardbolade 2° grado. Enla
intersecadn A de ambas curvas alcanzamos el equili brio. Pero éstano
eslaunicareladon que encontramos en el equili bro. Si miramos ala
variadon de amnbas curvas en € entorno de A, observamos que la
pendiente de T, esdode delade T, (reauerdaque latangente MA ala
parabolatiene el doHe de pendiente que la secante OA; M estaen el 7
purto medio entre O y ug; propiedad en la figura 2.32). En A la //T ! y
variadén dT,= 2dT,= d(EP). En lafigura se observa que EP-EE es A~
méxima en A; lo contrario sucederd para EE-EP, como dedan los / 2
sabios.

5
~N

Up
Excdencias de las condiciones de minimo

¢Por qué buscamos condiciones de minimo de T,-2T, —te
pregurtards— cuando nos podriamos arreglar con la mndicion de
igualdad T= T,? Porque eta Ultima e una ewadodn Urica
independientemente del nimero de variablesdel problema (que en nuestro gjemplo erauna, convenientemente). La
condicién de minimo, en cambio, te da tantas eauadones como variables independientes tienes. La condicion de
minimo te da ademas un criterio para estimar labondad de una gproximadon.

Figura9.4
Reladones entre los términos de la energia
en el entorno del purto de euilibrio

Tabla9.2
Porra del movimiento en los muelles

Otraporra
S ahora hiciéramos una porra estimando el

movimiento u, no nos valdria d criterio de la EEC
minima (que valia para equilibrio garantizado);
tenemos que aplicar € de la EPT minima (una vez
gue el valor cominde u garantizalacompatibili dad).

Ejemplo 8 el mismo 6 en movimientos

Si tratamos de resolver el problema de los muelles
(figura 9.3) por € método de los movimientos,
forzosamente hemos de partir de que & movimiento

Alumno/a

Apuesta
ux103

EPT= 4(k+k,).u>-Pu
x103

2

-80

1

-70

15

-825

AW IDN |-

2,5

-62,5

u del extremo comun de los muelles es el mismo.
Imponemos, pues, la mmpatibili dad y vamos luego
tras el equili brio:
N,+N,=P

olo que eslo mismo,

ku+ku= P
gue son easadones vedoriales (aungue agui, de una solacomponente). Si no queremos (0 no sabemos) escribir las
ealadones vedoriaes de eyuili brio, acudimos aminimizar la EPT:

EPT- EE-EP- %k1u2+%k2u2—Pu

Al minimizar esta eciadén (que engloba energias de las fuerzas internas'y de las externas) se obtiene la ewiadon
de euili brio que nosfaltaba. De dlasacanos u= P/(k,+k,) y con éste cdculamos N,= k;.u, N,= K,.u.



§9.6 Método ck Rayleigh-Ritz 9.9

Ensefianzas:
— Hay dos grandes métodas de cdculo de estructuras:
e por & método ck las fuerzas (visto antes):
» partimos de estructura en equili brio,
» forzamos compatibili dad de dos maneras posibles:
o anulando movimientos incompatibles con los enlaces, de maneravedorial, o
o minimizando la energia dastica mmplementaria, escaar en el que sélo
intervienen fuerzas internas,
e por el método celos movimientos:
» partimos de estructura cn movimientos compatibles con los enlacesy
» forzamos equili brio de dos maneras posibles:
o equilibrio defuerzas en nudos (eauadédn vedorial), o
o minimizaddn de la energiapotencial total, escdar que pone en escenatanto a
las fuerzas internas como alas externas.

9.6 Método de Rayleigh-Ritz

Ejemplo 9

Queremos cdcular la flecha de una viga biapoyada @mn ura caga uniforme. No sabemos ni obtener leyes de
momentos fledores ni —mucho menos aln— integrar curvaturas y aplicar la formula de Bress. Solo sabemos
evaluar energias elasticas (9.1-5) y potenciales 2P,v;, (sin el fador %%). Imaginamos una el asticacompatible con los
enlaces v(0)= 0, v(L)= 0y con aspedo sensato. Tomamos la v= A.senzx/L que tiene mas de las dos derivadas
imprescindibles para (9.1-5). Le degjamos un parametro arbitrario para que d método encuentre su mejor valor
posible. Calculamos:

2 4
EE- lEIf f )y —EIA2 f 1- cos—x de= LR "
2 o\ dx? 2 2L3

2L

[Fare q,,A f SsenEdx= g A
Minimizamos, pues, con reladon a A:

4 4

OEPT_ EIAn——qo£= 0 - 4= 4 9L

04 273 b s EI

Conestevalor, laflechaen el centro salev(L/2)= A= 0,01307qL*El y laverdadera0,01302¢L*/El , €l error esdel
0,4%.

Pero no todos los resultados son tan buenos. El giro oltenido en el apoyo es v’ (0)= Az/L= 0,04106gL%/El y €l
verdadero 0,04167¢L%EI (error del 1,4%). El momento fledor en & medio esEIv” (L/2)= EIA7Z%/L?*= 0,1290¢L?
y €l exado, 0,1250qL? (3,2% de error); y € cortante Elv’’ (0)= EIA7Z®/L3= 0,4053¢L frentea 0,5¢,L (19% de
error).

Estosresultadosil ustran (i) que los métodas aproximados como el delos elementos finitos aproximan muy bien los
movimientos; pero también (ii) que esta goroximadon se degrada cn cada derivadon, por lo que esfuerzos,
tensiones, etc., que resultan de ell os son cada vezmenos fiables. Después de derivar tres veces, ladiferenciaentre
las funciones aproximada y exada se muestra en lafigura 9.



9.10 Métodas energéticos

Ensefianzas
— Con muy pocos conocimientos (formulas de energias elésticay potencial) se puede hace un buen trabajo
cd culando movimientos en vigas smples mediante & método & Rayleigh, sin més que:
o saber elegir una o varias funciones aproximadas:
» que aumpla(n) las condiciones de @mntorno en movimientos,
o (quetengan unaspedo sensato)
» y que dependan de un parametro arbitrario, a optimizar;
e acontinuadon se evallan las energias elasticay potencia (no te olvides de olvidar el fadtor %2),
» seminimizasu diferencia,
o seobhtienen los valores 6ptimos de |os parametros arbitrarios.

— Losresultados obtenidos serén:
e excdentesparalasflechasyv,
* buenosparalosgirosVv,
» acetables paralos momentos fledores Elv’ ,
e tedelataran cuando pntes los esfuerzos cortantes —EIv’ .

L o complicamos un poco

Aproximar unafuncion desconocida (lav(x) delaviga) con unasolafuncion aproximante, estrivial. Condosesya
igual que con mil. No vamos a elegir funciones trigonométricas, sino otras que engloben |os primeros términos del
desarroll o en serie de Taylor, que eslo sensato. Para & mismo problema ponemos el origen de aordenadas en el
punto medio delaviga. Lafuncion (x-L/2)(x+L/2) es nulaen ambaos extremos. Como el problema es simétrico en
X, lafuncién aproximante més general, que llamaremos V(x), sera de laforma:

V(x)= ["'%) [ +§) [Al+A2x2+A3x4+...+Anx2(”‘1)+...]

Tomamos dos funciones aproximantes:
V(x) =4 1¢ 1(x) +A2¢2(x) = EAid) i(x)

_ .2 L* _ 4 L? 5
d)l(x) x 2’ ¢2(x) X 4x

Te sera (til para d futuro saber que la energia potencial total nosva asalir sempre de laforma:

LT | 1
ky Ky 2}_@1 A2>£2}

y que d minimizar (derivar con reladén a vedor {A}) nosva aresultar:

ki, klz]{:l}_ {1}_ {0}
ky Ky, P, 0
k.= 2 & »dx

v f —L/2¢’¢J

P [ 40 @

Lo hagas con método o po labrava, en este cao sdle:

EPT= %EI(AI 4,)

9EPT) _
{m}‘ £

siendo:

L3 5

3 -g = -2r2
47 L : 9, 6 O : Y3 a0
EI 3 21, 5 — = = = Jo
L° —L ’ L3 0 ) 1 EI

20 ~q,——
2 120 24



§9.6 Método k& Rayleigh-Ritz 9.11

Estos valores conducen al resultado exacto del problema. EI maximo momento fledor en €l punto medio es
EIV’ (0)= EI[A,@,” (0)+A,¢,” (0)] = q,L¥8; e cortanteen e apoyo, -EIV"’ (L/2)= —q,L/2. Teniaque ser asi: hemos
usado una funciéon aproximante V(x) de aiarto grado, €l mismo quela v(x) exada.

Resumen:
— El método ¢k Rayleigh-Ritz sirve para aonstruir funciones aproximantesV(x)= YA ¢ (X):
» confuncionesinterpolantes ¢ (x) que
» cumplan cadaunade dlas las condiciones de mntorno en movimientosy
» sean linedmente independientes;
» yobtener las A (optimizar) con € criterio de laminima energia potencial total.

— La energiapotencial total asi cdculada:
+ tomasiempre d aspedo de: EPT= %<A>[K]{A}—<A>{P}

» siendo su primer sumando la energia déstica, cuadrética, y
» susegurdo sumando la energia potencia (trabajo externo sin fador %%), lined.
— El minimo buscado se dcanza @n los valores de {A} que resultan de [K]{4}= {P}

*  siendo los términos de lamatriz de rigidezde laforma k= f(bf")d)f")dx

* ylosde vedor defuerzas delaforma P,= f q()b (x)dx .

— Lasincognitas A son en genera pardmetros abstrados; en elementos finitos se les da d significado fisico
de desplazamientos nodales.

— Losresultados obtenidos on, tipicamente:
e buenos o muy buenos paralafuncién buscada, pero
e sedegradan con cada derivaaén.

Por ell o los elementos finitos suelen dar:
e agproximadones muy buenas de |os movimientos,
» bastante menos buenas de los esfuerzosy las tensiones,
»  queson derivadas primeras (paralos axil es) o segurdas (paralos momentos) de dichos
movimientos, como muestra (9.1-5).

— Por ser un planteamiento en movimientos, en los resultados de dementos finitos:
» la compatibili dad en movimientos es exada, pero
» el equili brio de fuerzas internas (que se impone minimizando la EPT), resulta sdlo aproximado.
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