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Calcular los movimientos de todos los puntos con nombre dela vigadelafigura a.

Setrata de unavigaisostética merced alarétula, que nos daunaeasadén adicional paracdcular las
tresreacgones verticaes. En lafigurab dibujamos laley de momentos fledores que, dividida por El,
nos dala arvaturade laviga deformada.

Enlasvigasesimprescindibleempezar el cdculo de movimientosconlosgirosenlosapoyos. Losgiros
en laviga biapoyada AB se pueden cdcular usandolas formulas parala caga purtua y un momento
en el extremo B (TR p. 4.15:

__50x4x6x16  160x10 _ 53,333 .

4= ad
6x10E1 6EI EI
_ 50x4x6x10 _160x10 _ 253,333
5= - =- rad
6x10EI 3EI EI

Lo reharemos, sin embargo, empleando el método general para mostrar como funciona. En € tramo
AB encontramos:
— ¢ giro 6, que nos permitird aostar laviga sobre d apoyo B;

— ungiro repartido entre Ay D de valor ©,= %2—34 rad que fuerade su tramo AD podremos

considerar concentrado en x1=§4 m,

— ungirorepartidoentreD y Edevalor ©,= %%1,556 rad que fuerade su tramo DE pod-emos

considerar concentrado en x2=4+%1,556 m;y
— ungirorepartidoentreEyBdevalor @, = %%?)4,444 rad que fuerade su tramo EB podemos

considerar concentrado en x,= 10—%4,444 m.



Ejemplos de dlculo de movimientos p.25

0, se cacula onla ondcién ce quelaflecha en B seanula (que lavigarepose en B):

vp= 0,x10+0 x(10-x,)+0,x(10-x,)+0,%(10-x;)= 0 = GAE_53§I33

De manera semejante se puede obtener &
253,333

EI
Observacion importante. Habrasde notar unadiferencia entrelasdosférmulas anteriores: &, entra
ahora @nsigno negativo porque a ser un giro asoluto mueve (cuandoes positivo) hada aribalos
purtos asu derechay hada abajo los purtos asu izquierda. Los giros @ son, en cambio, relativos'y
mueven hada ariba (cuandoson paiti vos) tanto los purtos a su derecha cmo los a su izquierda

v,=-0,x10+0,xx,+0,xx,+O xx;= 0 = Op=-

Unavez concacido € giro (absoluto) en unapoyo, es mas fadl obtener € otro pa lareladon:
B
0,+20,-0,= 0
A

Conacidos los giros en los apoyos Ay B procedemos ahora a cécular fledhas:
— Calculamos v, desde A que esta mas préximo:
1 64
vy,= 0,x4+0 x—4=-— m
D A 1 3 EI
aungLe también lo podiamos hace desde B como sigue:
1 1 64
v,=-0,%x6+0,x 6-=-4,444| +0,x=1,556=-— m
=060 6-1a444) r0 L1 556 -84
El giro serd 8,= 6,+ &= 58,667El rad.

— Calculamos v, contodafadli dad pertiendo & B:

V= eBx4+% —;OMX 2, 186667

3 EI
— El girorelativoenlarétulaRlo cd culamosastutamente obligandoa que laflecha en C seanula,
partiendo e B:
vo= 0,x8-118048 14,0 x4+22804 1y o - @, 28867
2 EI 3 3EI 2 EI

Estegiro esel relativo (el que normalmente nosinteresaen unarétula), diferenciaentreel giro
por laderechay € giro por laizquierda. En laexpresionanterior estan incluidos explicitamente
los giros denominados @,y @, en lafigurab.

— El giroenClo olzenemosohligandoaquelaflechavi cdculadadesde C seaigual alaya encontrada

desde B: V= —ecx4+2ﬂ414=_1-866,67 ~ f,- 520
3EI 2 EI £l

Loscdculosde &,y 6. los hemos redizado con trucos de profe listo que debemos aprender porque
nos ahorran mucho esfuerzo. Sin embargo, € método genera (que no nos fallara nunca) consiste e
expresar quelasflechasde Ay B cd culadasdesde C sonnulas. Estemétodogeneral condiwce aunmolesto
sistema de dos eauadones con das incognitas, &, y ;.

vy=-0x8+ 2204640 xa-11004 14
3EI 2 El 3
y,=-0.x18+2304x16+0 x14- 116054/ 10+ L4 |
3EI 2 EI 3
_ 1160, 444l 10-La444] + 1567 556[ 4+ L1556 | + 156424
2 EI 3 2 EI 3 2E 3

sistema que arojalos mismos resultados hall ados antes (salvo errores de redonceo).



Ejemplos de dlculo de movimientos

Calcular los movimientos de los puntos con nombre de
lafiguraa.

En ocasiones € cdculo de movimientos resulta mas fadl

hadendolasintegralesopatunas. Para dl o hemosde escribir
|as expresiones andliti cas de laley de momentos fledores.
Aqui lo hacamos en funcién de la coordenada z (ver figura
a).

M(z)= 21z Vze[B, M]
My(z)= 21z-10(z-57 Vze[M, A]

Los cdculos n:

1 ps 1 r1o
= 0 ,x10+— | "M,(2)zdz+— | “"M,(2)zdz= 0
ve= 0, +EI fo \(2)zdz+ I fs (2)zdz

875 2479 _
El

3354
El

rad

vy= 0,x10+ 0-0,--

1 s 1 r1o B
0,— fo M@z — fs M,(z)dz—6 ;= 0

p.35

20 kN/m

C

YWWWWWWWW B
AN
érmm

M Z
a) 51 kN

L 2,00 5,00 5,00 m
(L -40kNxm
D/) M B
A AT
e 74105 Nt
b
(+210)
~250 kNxm

+210 !

6+ 262,5+370,833_GB= 0- 0,- 297,933
EI EI EI
1105, 35,43
0,=0,———5= =" rad
M- "B o EI EI
sz_eBx5+l£515__M m
2 EI 3 EI
0.= 9A+lﬂ2=—308’7 rad
3 EI EI
vo=-0 x2-18053,_ 6308
3EI 4 EI

Usandolaastucia se puederedizar € cdculo delasintegrales anteriores por € métodotradicional de
cdculo de é&reasy momentos estéticos. Laley de momentos fledoresen €l tramo AM , M,(2), se puede
descomporer enlasumadelapartelined (prolongad dndel tramo BM) masuntramo parabdli co, como
enlafigurac, o seaM,(2)= M,(2)+M,(2), siendoM,(2)= -10(z-5)?, lapardboladibujadaen lafigurac.
De estamanera @ primer cdculo redizado antes £ mnvierte en ahora en:

vy=-0 x10+ 1210192191250
2El 3 3 E

y ni siquiera hemos necesitado escribir lafuncion M(2).

10——5) =0=- 0,=-

1 3354

EI

4



Ejemplos de dlculo de movimientos

Calcular losmovimientosdel extremoB del cuadrantedearco
circular delafigura a sometido asu propio peso, o kN/m.

Este gemplosirveparail ustrar que enarcosescas imposible evitar
lasintegrales de laformulas de Bresse. Empecamos por hallar la
expresion de laley de momentos fledores. Para dlo predsamos
dos coordenades:

— ¢ éngulo w, que designa d punto genérico dona adla d
peso propio pds= pRAw;

— ¢l angulo ¢, queindica @ lugar genérico donde medimos
el momento flecor M(¢):

M(p)=- f “:PdewR(cosw ~cos@)=

~pR(senw —wcosp[®_¢ = - pR*(seng - pcosg)

Esreconfortante comprobar que M(7/2) coincide conel valor que
se obtiene concentrandotodoéd pesoen el c.dg.

Los movimientos de B vienen dados por |as expresiones:

s

3 3
0,= fomde(p:—& 2(sen(p—(pcoscp)d(p=—(2—£) PR”

EI EI Jo

2) EI

b TE
_ D) AJ(([)) _ pR 4 2 T pR 4
Unp= —Rsen(de(p =—— sen@ —@coseP sen(pd(p =

ki3 4
Vp= foz—Mg))R(l—cosq))Rd(p=—%foz(sen(p—(pcoap)(l—cosq))d(p=—(n——£+§)

Laintegral masdificil eslalltima, y se resuelve cmmo sigue:

T I
f 2sen@dq = —cosg|; = 1
0

TE

8 EI
2

16 2 4

L n T
fchCOS(pd(p: @seng|; —f2sen(pd(p= T
0 0 2

b kil
f 2senqpcospdp = - %cosZ(pL)2
0

ks

1| 231 3 103
= = 22+ —gsen2¢|; -= [ 2sen2qd
2\ 2 2<pse ok 21; Sencpab

0

-1

fE(pcoschd(p= lf 2(1+c0s20)dp =
0 2Jo

w1
16 4

p.45

pR*
El



Ejemplos de dlculo de movimientos p. 95

En€ pérticodelafiguraa, calcular el desplazamientodel punto

B (en ladirecdadn que permite su apoyo). \v\ifiw\ni/\lnl/ u,
Simplificaremos & cdculo determinandono e valor ug real de 1C —B\}éﬁo
lafiguraa, sinoe u'; delafigurab, enladirecaon AB. Asi nos
ahorraremos el cdculo de 6, 18,18 kN
g
Predsamos la ley de momentos fledores, que hemos dibujado N
descompuesta en sus “ingredientes smples’ en lafigurab.
A
SeglnladirecaonAB, seohtiene (multi pli candogiros concentrados 12?% 300m
por su brazo perpendicular a AB, figurab): 147, 148
/_ 222,533 _ 151,432
= = 2
3 EI 2
_15143424 enﬁz_ﬁ m
2 EI 3
3 +22/,5i)
siendoa’y Bloséangulosindicadosenlafigurab, cuyossenosson,
sena= 4/5, senf3= 3/5.
B/
El desplazamiento cdculadoes U’y (figurab) , reladonado con 3
el desplazamiento red ug por lareladon: A
/ 236,4
Up= Upcos(at-45°) = up=- >~ m
5 ucos(@=459) = up=-=

Este gemplo ilustrados trucos:

— se pueden cdcular movimientos en cualquier direcddn multi plicando giros (concentrados o
repartidos en forma de airvatura) por sus brazos perpendiculares a esadirecaon;

— en ocasiones es preferible cdcular unmovimiento en drecaon dstintade la deseaday luego
hace latransformadén predsa.



